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摘   要

本文基于考虑横向剪切变形影响的厚壳理论建立了求解圆柱壳开孔应力集中问题的复变函

数方法, 得到了此种问题的一般解和满足任意形开孔边界条件的表达式# 该应力集中问题可以简

化为求解无穷代数方程组的问题# 用复变函数方法可以规范地求解应力集中问题# 文中给出了

圆柱壳开小圆孔和椭圆孔时应力集中系数的数值结果# 
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k 11 引   言

薄壁圆柱壳的开孔应力集中问题人们曾经做了大量的研究[ 1~ 4] , 文献[ 5, 6] 对此问题进

行了评述和讨论# 当壳厚 h 与开孔尺寸 r 0 相比不是小量时,应采用考虑横向剪切变形影响的

Reissner 扁壳控制方程分析问题
[ 7~ 8]# 厚壳理论弥补了经典薄壳理论的不足, 在圆柱壳开孔

应力集中问题的分析中开始得到应用# 

本文采用复变函数方法与保角映射技术, 基于 Reissner 扁壳理论对圆柱壳开任意形小孔

的应力集中问题进行了分析研究# 利用复应力函数, 使简化的厚壁圆柱壳的控制方程[ 9~ 10] 变

成了与弹性动力学波动方程相似的互不耦合的Helm holtz 型方程# 因此, 可利用D. K. L iu 在

文献[ 11] 提出的复变函数方法求解厚壁圆柱壳的开孔应力集中问题# 文中给出了此应力集中

问题的一般解# 应用正交函数展开技术, 该应力集中问题可以归结为求解无穷代数方程组的

问题# 用此复变函数方法可以规范地求解圆柱壳开小孔的应力集中问题# 文中给出了圆柱壳

开小圆孔和椭圆孔时应力集中系数的数值结果并对其进行了讨论# 

k 21 控制方程及其一般解

设应力函数, 法向位移函数及广义位移函数分别为 U, w 和 f , 则圆柱壳开孔应力集中问
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式中, F i ( i = 1, 2, 3, 4, 5) 是开孔相贯线边界上的限制力; N
0
Q, N

0
QH, M

0
Q, M

0
QH, Q

0
Q表示没有开

孔时的基本应力状态,也就是圆柱壳膜应力状态时的广义内力# 

k 41 开孔附近的应力集中

不失一般性, 研究圆柱壳开孔的应力集中问题# 当圆柱壳没有开孔时, 由内压产生的基本

应力状态可以描述为

U0 =
N 0

2
x

2
+

1
2
y

2

,又,  w

0 =
N 0R

2Eh
(2 - M) ,  f 0 = 0
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式中, N 0 为圆柱壳中的环向内力, N 0 = PR ; P 是内压# 

设圆柱壳开孔的边界条件为自由边界, 则边界条件的表达式为
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和    X
1
n = A n, X

2
n = Bn, X

3
n = Cn , X

4
n = Dn , X

5
n = En

用 exp[- isH] 乘以式( 413) 的两端, 并在区间(- P, P) 利用正交性进行积分,可得到如下

方程组
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式( 414) 就是确定未知系数 A n , Bn , Cn, Dn , En 的无穷代数方程组# 
圆柱壳承受内压时开孔附近的应力集中系数是问题的研究热点# 应力集中系数可定义为

开孔边界上任意点的应力与圆柱壳切向应力的比值# 开孔周界上只存在环向膜应力和环向弯

矩# 

环向膜应力和环向弯曲应力集中系数可表示为

N
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式中, N 0 是无开孔时圆柱壳中的最大环向膜应力; N H和MH分别是开孔边界上的环向膜应力

和环向弯矩# 由方程(311) 和考虑边界自由的条件,可得环向膜应力和环向弯曲应力集中系

数的计算式
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k 51 数值结果与讨论

采用上述分析方法可以计算厚壁圆柱壳开椭圆孔( 或圆孔) 时的应力集中系数# 椭圆的短

轴与长轴分别为 a 和 b,其短轴置于 x 轴上# 对于椭圆孔映射函数可取如下形式
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题可以归结为求解如下简化的厚壁扁壳控制方程[ 9~ 10]
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式中, D 是圆柱壳的抗弯刚度, D =
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3
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在直角坐标系( x , y )中,利用应力函数 U, 法向位移函数 w 及广义位移函数f , 圆柱壳中

的广义内力可以表示为
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利用复变应力函数
[ 5]
R( x , y ) = w +

i

DEh
U,式(211) 中的前两个方程变为如下一个方

程
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方程( 213) 的解可以描述为

R= R1+ R2 (214)

这里, 函数 R1 和 R2 应分别满足如下方程

¨2R1- 2A
5R1

5x = 0, ¨2R2+ 2A
5R2

5x = 0 (215)

设 R1 = exp[ Ax ] u1( x , y ) , R2 = ex p[- Ax ] u 2( x , y ) ,函数 u 1 和 u2 应满足如下形式的方程
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采用复变量方法[ 11] , 设 F= x + iy ; F
-

= x - iy ,式(216) 和式(211) 的最后一个方程可变

成如下形式
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求解厚壁圆柱壳中任意形开孔附近的应力集中问题时, 为满足开孔的边界条件可使用保

角映射方法# 将 F平面上非圆开孔边界线L 的外域(或内域)映射为 G平面上边界为 S 的单

位圆的外域(或内域)# 令双方外域无穷远点相对应,则映射函数应具有如下形式

F= X( G) = cG+ 全纯函数 (218)

式中, c 为与开孔的尺寸a 有关的实常数;所谓函数在无限域内全纯是指在域内的任意有限部

分全纯# 同时当| G| 充分大时,全纯函数可描述成如下形式
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G
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这里, k, mk 分别是自然数和常数; 为保证映射函数的单值性,在 S 域内 X
c
( G)不能为零# 

在 G平面上, 方程式( 217) 可变成如下形式
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根据文献[ 11] , 方程式( 219) , 解为如下表达式
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式中, Ec
n 和E

d
n 为任意复常数; K n (#) 是修正 Bessel 函数# 

将式( 2110) 的第一个方程代入( 214) 中, 则应力集中问题的解可表示为
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由方程( 2111) 和方程( 2110) , 可得方程( 211) 的一般解如下
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式中, A n , B n, Cn , Dn, E n 是 5 个由开孔边界条件决定的未知实常数; u
( i)
n ( i = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

为 6 个实函数# 

k 31 内力, 内力矩及边界条件

利用内力与应力函数, 内力矩与法向位移和广义位移之间的关系, 可以得到在 G平面上
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的内力和内力矩和复合表达式
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由方程( 311) 可以得到如下表达式
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现在我们讨论 G平面上的边界条件表达式# 圆柱壳承受外部荷载作用时,可以给出开孔

边界上广义内力的限制条件# 当 G= ex p[ iH] 时, 广义内力边值问题的限制条件可以表示为
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2 G2 Xc

( G)
Xc
( G)

[ 5
( 2)
n- 2 + 2 5

( 2)
n- 1+ 5

( 2)
n ] - A

2 �G2 Xc
( G)

X
c
( G)

[ 5
( 2)
n + 2 5

( 2)
n+ 1

+ 5 ( 2)
n+ 2]N + N

0
QH = F2 ( 313b)

M Q =
D
4 E

+ ]

- ]
( A nRe- Bn Im) 2A2(1 + M) [ 5 (1)n- 1- 2 5 (1)n + 5 ( 1)

n+ 1] - A2
( 1- M) �

#
G2 Xc

( G)

X
c
( G)

[ 5 (1)n- 2- 2 5 (1)n- 1+ 5 (1)n ] - A2
(1- M)
�G2 Xc

( G)
Xc
( G)

[ 5 (1)n - 2 5 (1)n+ 1
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NQ = N
1
Q+ N

0
Q= 0, M QH= N

1
QH+ N

0
QH = 0, M Q= M

1
Q+ M

0
Q = 0

M QH = M
1
QH+ M

0
QH= 0, QQ = Q

1
Q+ Q

0
Q = 0

(412)

式中, N 1
Q, N

1
QH, M

1
Q, M

1
QH, Q

1
Q代表与开孔扰动应力状态相对应的广义内力# 

将有关式子代入( 412) 中, 可以得到边值问题的如下表达式

  E
5

j = 1
E
+ ]

- ]
:
ij
nX

j
n G= : i   ( i = 1, 2, 3, 4, 5) (413)

其中

:11
n = - Im 2A2

K n- 1[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |

n- 1

- 2K n[ A| X( G) | ]
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| X( G) |
2G

n�

+ Kn+ 1[A| X( G) | ]
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| X( G) |
��
n+ 1

+ A2 G
2 Xc

( G)
Xc
( G)
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| X( G) |

�
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X

c
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G

n
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G

n+ 1
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# X( G)
| X( G) | !

n+ 2 (

exp A
2
[ X( G) + X( G)的限� G = - ImD1, :

12
n = - ReD1,

:13
n = Im 2A2
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X( G)
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2
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G
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2
X

c
( G)

X
c
( G)

K n- 2[ A| X( G+ ) | ]

# X( G)
| X( G) |

� � +

n- 2

+ 2K n- 1[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |
2

� � [5

n- 1

+ K n[ A| X( G) | ]

# X( G)
| X( G) |

� � �
n X

- A2 �G
2 Xc

( G)
Xc
( G)

K n [A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |

� � #

n

+ 2K n+ 1" "

# [ A| X( G) | ] X( G)
| X( G) |

n+ 1

+ K n+ 2[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |
3a
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# exp -
A
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A
= ImD2, :

14
n = ReD2, :
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n = 0,

:21
n = - Re A2 G
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( G)

Xc
( G)

K n- 2[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |
-

n- 2

- 2K n- 1[ A| X( G) | ]
h

# X( G)
| X( G) |
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- 2K n+ 1[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |

  + �

n+ 1
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]

� �- �

n+R e 2

exp
A
2
[ X( G) + X( G) ]

� � -2

= - ReD3, :
22
n = ImD3,

:23
n = - Re A

2 G2 Xc
( G)

Xc
( G)

K n- 2[ A| X( G) | ]
X( G)

| X( G) |2

� �1

n- 2
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n
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X
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# K n [ A| X( G) | ] X( G)
| X( G) |
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  : 3 = 0, : 4 = 0, : 5 = 0,
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图 1 圆孔沿孔边膜应力 图 2 圆孔膜应力集中系数
与弯矩应力系数 随开孔率变化规律

( a/ b= 110, a/ h= 21 0) ( a/ b= 11 0, H= 0)

图 3 圆孔弯曲应力集中系 图 4 椭圆孔沿孔边膜应
数随开孔率变化规律 力与弯矩应力系数

( a/ b= 110, H= 0) ( a/ b= 01 75, a/ h = 21 0)

图 5  椭圆孔膜应力集中系 图 6  圆孔弯曲应力集中系
数随开孔率变化规律 数随开孔率变化规律

( a/ b= 0175, H= 0) ( a/ b= 0175, H= 0)
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F= X( G) = r 0 G+
m
G

a = (511)

式中,  r 0 = ( a + b ) / 2, m = ( a - b) / ( a + b) # 

将式( 511) 代入( 414) 和( 416) , 取 n = s = 11, M= 0130,可以计算膜力集中系数N
*
H 和弯

曲力集中系数 M
*
H# 当 a/ b = 110时, N

*
H 和M

*
H 随孔边周向角的变化如图1所示; N

*
H 和M

*
H

随比值 a/ R 的变化分别如图 2和图 3所示# 当 a/ b = 0175时, N
*
H 和M

*
H 随孔边周向角的

变化如图 4 所示; N
*
H 和M

*
H 随比值a / R 的变化规律分别如图 5 和图 6 所示# 

在一定参数下, 对于厚圆柱壳含圆形开孔其计算结果与文献[ 9, 10] 的结果相同, 说明本分

析方法及计算程序是可靠的, 可用来分析工程实际问题# 

通过计算可以看到, 膜应力集中系数 N
*
H 随参数a/ h的增加而增加,而弯曲应力集中系数

M
*
H 随参数a/ h 的变化规律比较复杂# 当参数 a/ h > 2 时,弯曲应力集中系数 M

*
H 随参数

a/ h的增加而增加;当参数 a/ h [ 2时, 弯曲应力集中系数 M
*
H 随参数a/ h的增加反而减少# 

这是计及横向剪切变形影响的结果# 本文给出了圆柱壳开孔问题统一规范的解法# 对圆形

开孔的分析研究表明方法是成功的# 给出将任意形状开孔边界映射成单位圆的映射函数,则

本文提出的方法可用于求解厚圆柱壳开任意形小孔的应力集中问题# 
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On the Stress Concentration in Thick Cylindrical

Shells with an Arbitrary Cutout

Hu Chao  Liu Diankui  Ma Xingrui  Wang Benli
( Ha r bin Instit ut e of T echnology , Ha r bin 150001, P . R . China )

Abstract

In this paper, based on the theory of thick shells including effects of transverse shear deforma-

tions, a complex variable analytic method to solve stress concentrations in circular cylindrical shells

with a small cutout is established. A general solution and expression satisfying the boundary cond-i

tions on the edge of arbitrary cutouts are obtained. The stress problem can be reduced to the solution

of an infinite algebraic equation series, and can be normalized by means of this method. Numerical

results for stress concentration factors of the shell with a small circular and elliptic cutout are pre-

sented.

Key words  thick cylindrical shell, cutout, stress concentration, complex variable method and con-

formal mapping
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