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摘   要

本文构造了一个解三维抛物型方程的高精度三层显式差分格式, 其稳定性条件为 r =

$ t /$x 2 = $t /$y 2 = $ t /$z 2 [ 1/ 4, 截断误差为 O($ t 2+ $x 4 ) # 
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k 11 引   言

在扩散、渗流、热传导等很多领域, 经常会遇到求解抛物型方程的问题,在三维情形, 其模

型为如下初边值问题

  
5 u
5 t
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52

u

5 x
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52
u

5 y
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52u
5 z

2   (0 < x , y , z < 1, t > 0) (111)

u ( x , y , z , 0) = U( x , y , z )   ( 0 [ x , y , z [ 1) (112)

u (0, y , z , t ) = f 1( y , z , t ) , u( 1, y , z , t ) = f 2( y , z , t )  (0 [ y , z [ 1, t \ 0) (113)

u ( x , 0, z , t ) = L1( x , z , t ) , u( x , 1, z , t ) = L2( x , z , t )  (0 [ x , z [ 1, t \ 0)(114)

u ( x , y , 0, t ) = M1( x , y , t ) , u ( x , y , 1, t ) = C2( x , y , t )  (0 [ x , y [ 1, t \ 0) (115i )

解上述问题的差分格式, 精度高且能显式计算者,当属文[ 1]、[ 2] 中的格式# 本文构造的显格

式,保持了这些格式的高精度性(即有相同的误差阶) , 但表达式要简单得多,且突破了[ 1]、[ 2]

中格式稳定性条件只有 r [ 1/ 6的限制# 文末的数值例子表明数值结果与理论分析相符# 

k 21 差分格式的构造

设 $t 为时间步长, $x , $y , $z 依次为 x , y , z 方向空间步长# 为简便起见, 取 $x = $y

= $z = 1/ M ( M 为正整数)# 用如下的含参数的差分方程逼近微分方程(111)
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其中, r = $t / $x
2
, u

n
ijk 表示u 在节点( i$x , j $y , k$z , n$t ) 处的值,
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其余类推, H1 ~ H4 是待定参数# 

当微分方程( 111)的解充分光滑时,下式成立

5p

5 t
p

52

5x
2 +

52

5 y
2+

52

5 z
2

河

q

u =
52

5 x
2 +

52

5y
2 +

52

5 z
2p

p+ q

u   ( p , q 为非负整数)

(212)

将( 211) 式中各节点上的 u 以其在节点( i$x , j $y , k$z , n$t ) 处展开的 Taylor 级数代

入, 并使用(212) 式, 经整理可得
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当下列诸等式

H1 + H2+ H3+ H4 = 1

H3 + H4 = 0

H1 + H3- 2H2- 2H4 = 0

(213)

成立时, ( 211)式的截断误差可达 O( $t$x
2
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2
+ $x

4
)# 由于
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( 211)式的误差阶实为 O( $t
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4
) # 解( 213) 式得
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2
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+ H

将以上各值代入( 211)式,可得如下的三层高精度显式差分格式
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其中, H为任意实数, 当 H= 2/ 3 时, 格式(214)有更为简单的形式
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k 31 稳定性分析

方程( 215) 是三层格式,根据 R. D. Richtmyer 理论, 对多层差分方程组,引进新的因变量,

写出与之等价的两层方程组, 然后研究其稳定性# 与( 215) 式等价的两层方程组为
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根据稳定性分析的 Fourier 方法,令

u
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v
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  ( I = - 1)n (312)

经过简单的计算可知
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将( 312)式代入( 311)式并利用( 313)式, 可得
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其特征方程为

AK2 + BK+ C = 0 (314)

下面我们直接给出几个对分析稳定性十分有用的结果,作为引理# 

引理 1[ 3]  实系数二次方程( 314) ( A > 0) 的两根按模小于等于 1的充要条件是

A - C \ 0,  A + B + C \ 0,  A - B + C \ 0 (315)

引理 2[ 4]  差分格式( 311)或( 215) 稳定, 即矩阵族 G
n
( s

2
1, s

2
2, s

2
3) ( s

2
1, s

2
2, s

2
3 I [ 0, 1] , n =

1, 2, ,) 一致有界的充要条件是
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( 2) N
1
0 1-

1
4 | g11+ g 22 |

2 O t
2 2

� �+ �

H N
1
0( | ( g11- g 22)

2
+ 4g 12g21 | )

      A N
1
0( ( g11- g 22)

2
) H N

1
0( g

2
12) H N

1
0( g

2
21)

其中, N
1
0( f ( s

2
1, s

2
2, s

2
3) ) 表示多项式 f ( s
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计) # 

定理  当 r [ 1/ 4时差分格式(311) 即(215) 稳定# 

证明  首先检验引理 2 中的条件( 1)# 根据引理 1,此条件与不等式组( 315)等价,经计算

知
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f (0, 1, 0) , f ( 0, 0, 1) , f (1, 0, 1) , f (1, 1, 1) , f ( 0, 1, 1) , f (3/ 4, 3/ 4, 3/ 4) =
1
3 r

-
16r
3

, 只要
1
3r

-
16r
3 \ 0, 即 r [ 1/ 4, 就有 A - B + C \ 0# 

综上所述, 当 r [ 1/ 4 时, 条件 (1) 满足 # 下面来检验条件 (2) , 因为 g21 = 1, 所以
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当 r = 1/ 6 时, 格式(215) 成为一个稳定的两层显格式
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此即文[ 2]中的格式( 14)# 

k 41 数 值 例 子

考虑初边值问题

5 u
5 t

=
52u
5x

2 +
52

u

5y
2 +

52u
5 z

2   ( 0 < x , y , z < 1, t > 0)

u( x , y , z , 0) = sin( x , y , z )  ( 0 [ x , y , z [ 1)

u(0, y , z , t ) = exp[- 3t ] sin( y + z )

u(1, y , z , t ) = exp[- 3t ] sin( 1+ y + z )
  (0 [ y , z [ 1, t \ 0)

u( x , 0, z , t ) = exp[- 3t ] sin( x + z )

u( x , 1, z , t ) = exp[- 3t ] sin( x + 1 + z )
  (0 [ x , z [ 1, t \ 0)

u( x , y , 0, t ) = exp[- 3 t ] sin( x + y )

u( x , y , 1, t ) = exp[- 3 t ] sin( x + y + 1)
  ( 0 [ x , y [ 1, t \ 0)其中

(411)

利用本文格式( 215) 计算问题( 411)的数值解# 

为简便计,用问题( 411)的精确解 u ( x , y , z , t ) = exp[- 3 t ] sin( x + y + z ) 计算第一层的

值 u
1
ijk , 然后用格式(215) 计算到五十层的结果如表 1# 
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  表 1 $ t = 01 01, $x = 01 2, r = 1/ 4

( x, y, z) 格式( 215) 精确解 ( x, y, z) 格式( 215) 精确解

( 012, 012, 012) 01125990 01125989 ( 018, 012, 016) 01223037 01223035

( 014, 012, 012) 01160066 01160064 ( 018, 012, 018) 01217296 01217295

( 016, 012, 012) 01187760 01187758 ( 018, 014, 018) 01202894 01202892

( 018, 012, 012) 01207968 01207966 ( 018, 016, 018) 01180402 01180400

( 018, 012, 014) 01219886 01219884 ( 018, 018, 018) 01150718 01150716

表 1 表明三层显格式( 215)的精度是相当高的,与理论分析完全相符# 
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A New High_Order Accuracy Explicit Difference Scheme for

Solving Three_Dimensional Parabolic Equations

Ma Mingshu

( Depar t m en t of Ma them at ics , Henan Norm al Un iver sity , Xinx ian g Hen an 453002, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper, a new three_level explicit difference scheme with high accuracy is proposed for

solving three_dimensional parabolic equations. It is shown that the truncation error of the scheme is

O( $t 2 + $x 4 ) and the condition of stabilit y of the scheme is r [ 1/ 4 .

Key words  high_order accuracy, explicit difference scheme, three_dimensional parabolic equation
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