
关于一类一阶脉冲微分系统的初值问题
�

张石生
� �王 �凡�

( 1996年 4月 26 日收到, 1997年 10 月 6 日收到修改稿)

摘� �要

本文的目的是利用单调迭代方法研究一类一阶脉冲微分系统的初值问题的最小最大拟解的

存在性及其迭代逼近程序��

关键词 � 一阶脉冲微分系统� 最小最大拟解� 迭代程序

中图分类号� O175

� 1�引 � �言

脉冲微分方程理论是微分方程的一个新的重要分支( 见[ 1] ) ��文[ 2] 讨论了一阶微分系统初值

问题解的存在性��本文考察一阶脉冲微分系统初值问题

� � � �

u�= f ( t , u , u) , � � � � t � t i

� u | t = t
i
= Ii ( u( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m )

u ( 0) = x 0 u l

( 1�1)

其中 f = ( f 1, f 2, � , f k) � C[ J � R
k � R

k
, R

k
] , J= [ 0, T ] ( T > 0) , 0< t 1< t 2< � < tm< T , Ii �

C [ R
k
, R

k
] , � u | t = t

i
= u ( t

+
i ) - u ( t

-
i ) , i= 1, 2, � , m 和 x 0 � R

k ��我们利用单调迭代方法研究初

值问题( 1�1) 的最小最大拟解的存在性, 并给出了收敛于最小和最大拟解的迭代程序��作为直接推

论, 我们还得到了一阶脉冲微分系统初值问题

� � � �

u�= f ( t , u ) , � � � � � t � ti

� u | t = t
i
= Ii ( u( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m )

u ( 0) = x 0 54

( 1�2)

最小解和最大解的存在性及收敛于最小解和最大解的迭代程序��

� 2�预 备 知 识

令 PC[ J , R
k
] = u : J � R

k | u ( t )在 t � ti 时连续, 在 t= ti 时左连续且右极限u( t
+
i )存在,B

i= 1, 2, � , m et��设 R
k
中的半序���由锥 P = x = ( x 1, x 2, � , x k) | x i � 0, i= 1, 2, � , kBo 导出,
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对 u= u( t ) , v = v ( t ) � PC[ J , R
k
] , 若 u( t ) � v ( t ) , t � J , 则记 u � v ��记 J 0 = [ 0, t 1] , J 1= ( t 1,

t 2] , � , J m- 1= ( tm - 1, tm ] , Jm = ( tm , T ] , J�= J \ t 1, t 2, � , tm� � ��

称 v , w � PC[ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] 是初值问题( 1�1) 的一对拟解, 如果

� � � �
v�= f ( t , v , w ) , t � t i , � v | t = t

i
= I i ( v ( ti ) ) , i = 1, 2, � , m , v ( 0) = x 0

w�= f ( t , w , v ) , t � ti , �w | t = t
i
= Ii ( w ( t i ) ) , i = 1, 2, � , m , w ( 0) = x= 0

称 x � PC[ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] 为初值问题( 1�2)的解, 如果 x 满足( 1�2)中各等式��

称 v , w � PC[ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] 为初值问题( 1�1) 的一对拟下上解, 如果

� �
v� � f ( t , v , w ) , t � t i , � v | t = t

i
� I i ( v ( ti ) ) , i = 1, 2, � , m , v ( 0) � x 0

w� � f ( t , w , v ) , t � ti , �w | t = t
i
� Ii ( w ( t i ) ) , i = 1, 2, � , m , w ( 0) � x 0t

� 3�主 �要 �结 �果

定理 �设 f � C[ J � R
k � R

k
, R

k
] , 如果下列假设成立:

(H1) 存在 v 0, w 0 � PC[ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] , 使 v 0 � w 0, 并且 v 0, w 0 是初值问题( 1�1)的一

对拟下上解, 即

� � � �

v
�
0 � f ( t , v 0, w 0) , � � � � t � ti

� v 0 | t = t
i
� I i ( v 0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m )

v 0( 0) � x 0,

( 3�1)

� � � �

w
�
0 � f ( t , w 0, v 0) , � � � � t � ti

�w 0 | t = t
i
� I i ( w 0( t i ) ) � � ( i = 1, 2, � , m )

w 0( 0) � x 0 /

( 3�2)

( H2) 存在 k � k 非负矩阵M , 使对任给 x 1, x 2, y 1, y 2 � [ v 0, w 0] = u �PC[J, R
k
] | v0 � u � w0# # � , x 1

� x 2, y 2 � y 1, 都有

� � � � f ( t , x 2, y 2) - f ( t , x 1, y 1) �- M ( x 2 - x 1) ;

(H 3) I i ( x ) � Ii ( y ) , � v 0( ti ) � x � y � w 0( ti ) ( i = 1, 2, � , m )��

则初值问题( 1�1) 在[ v 0, w 0] 中存在最小最大拟解对 x
*

, y
*

, 即若 v , w � [ v 0, w 0 ] 是( 1�1)的一

对拟解, 则必有 x
* � v , w � y

* ��更进一步, 以 v 0, w 0 为初始元, 作迭代序列

� � � �

v n( t ) = e
- Mt

x 0 +�
t

0
( f ( s , v n- 1( s) , w n- 1( s) ) + Mv n- 1( s ) ) e

Ms
ds2

  a

+ �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - t i ) ] I i ( vn- 1( ti ) )

w n( t ) = e
- Mt x 0 +�

t

0
( f ( s , w n- 1( s) , vn- 1( s) ) + Mw n- 1( s) ) e

Ms
ds

  �

+ �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - t i ) ] I i ( w n- 1( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � )

( 3�3)

则 v n ( t ) 6a和 w n( t ) 在 J 上分别一致收敛于 x
*

( t )和 y
*

( t ) , 且满足

� � � � v 0 � v 1 � � � v n � � � x
* � y

* � � � w n � � � w 1 � w 0 ( 3�4)

证�对任何给定的 g, h � [ v 0, w 0] � PC [ J , R
k
] , 考虑一阶线性脉冲微分系统初值问题
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� � � �

u�= f ( t , g, h ) - M ( u - g) , � � t � ti

� u | t = t
i
= Ii ( g ( t i ) ) � � � � � � ( i = 1, 2, � , m )

u ( 0) = x 0

( 3�5)

直接验证可知,

� � � � u ( t ) = e
- Mt x 0 +�

t

0
( f ( s, g( s ) , h( s ) ) + Mg( s ) ) e

Ms
dsPC

+ �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - t i ) ] I i ( g( ti ) )

是初值问题( 3�5) 在 PC [ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] 中的唯一解��对 g , h � [ v 0, w 0] , 令

� � � � A ( g , h) ( t ) = e
- Mt

x 0 +�
t

0
( f ( s , g ( s) , h( s) ) + Mg ( s) ) e

Ms
ds

+ �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - ti ) ] Ii ( g ( t i ) ) � � t � J ( 3�6)

则 A 映[ v 0, w 0] � [ v 0, w 0] 入 PC [ J , R
k
] � C

1
[ J�, R

k
] , 且迭代序列( 3�3)可以表为

� � � � v n = A ( vn- 1, w n- 1) , w n = A ( w n- 1, vn- 1) � � ( n = 1, 2, � ) ( 3�7)

对 g 1, g 2, h1, h2 � [ v 0, w 0] , g 1 � g2, h 2 � h1 由假设( H2) , 有

� � � � f ( t , g1( t ) , h1( t ) ) + Mg1( t ) � f ( t , g 2( t ) , h2( t ) ) + Mg2( t ) , � � t � J

又由假设(H 3) , 有

� � � � Ii ( g 1( t i ) ) � Ii ( g 2( t i ) ) � � ( i = 1, 2, � , m )

因而由( 3�6) 知, A ( g1, h 1) ( t ) � A ( g2, h2) ( t ) , t � J , 即有

� � � � A ( g1, h1) � A ( g2, h2) � � � g1, g2, h 1, h2 � [ v 0, w 0] , g1 � g2, h2 � h1 ( 3�8)

现证

� � � � v 0 � v 1 = A ( v 0, w 0) , A ( w 0, v 0) = w 1 � w 0 ( 3�9)

记 �= v 1- v 0, 由( 3�6)知 v 1 满足

� � � �

v
�
1 = f ( t , v 0, w 0) - M ( v 1 - v 0) , � � t � ti

�v 1| t = t
i
= Ii ( v 0( t i ) ) � � � � � � � ( i = 1, 2, � , m )

v 1( 0) = x 0

故由( 3�1) 式可得

� � � �

��= v
�
1 - v

�
0

� f ( t , v 0, w 0) - M ( v 1 - v 0) - f ( t , v 0, w 0)

= - M�, � � t � t i

�� | t = t
i
= � v 1 | t = t

1
- � v 0 | t = t

i

� I i ( v 0( ti ) ) - Ii ( v 0( t i ) ) = �� � ( i = 1, 2, � , m )

�( 0) = v 1( 0) - v 0( 0) � x 0 - x 0 = �

( 3�10)

从而

� � � � ( �eMt
)�= ( ��+ M�) e

Mt � �, � � � t � ti , ( i = 1, 2, � , m ) ( 3�11)

于是

� � � � �( t ) � �( 0) e
- Mt � �, � � t � J 0

特别地, �( t 1) � �, 因而由( 3�10) 式, 有

� � � � �( t
+
1 ) = �( t 1) + �� | t = t

1
� �
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因此, 由( 3�11) 式可得

� � � � �( t ) � �( t
+
1 ) exp[- M ( t - t 1) ] � �, � � t � J 1

类似地, 我们可得 �( t ) � �, t � J 2, � , t � J m��于是 �( t ) � �, t � J , 即 v 0 � v 1= A ( v 0, w 0)��同

理可证 A ( w 0, v 0) = w 1 � w 0��由 v 0 � w 0, ( 3�8) 和( 3�9)式, 利用归纳法易推得

� � � � v 0 � v 1 � � � v n � � � w n � � � w 1 � w 0 ( 3�12)

下证 vn �,在J 上一致收敛于某个 x
* � PC [ J , R

k
] ��由假设( H2) , 有

� � � � f ( t , v 0, w 0) + Mv 0 � f ( t , v n- 1, w n- 1) + Mv n- 1

� f ( t , w 0, v 0) + Mw 0

因而有

� � � f ( t , v n- 1( t ) , w n- 1( t ) ) + Mv n- 1( t ) �
� � � � 2( � f ( t , v 0( t ) , w 0( t ) ) + M v 0( t ) � + � f ( t , w 0( t ) , v 0( t ) ) + Mw 0( t ) � ) ( 3�13)

又由假设(H 3) 和( 3�12) 式, 有 I i ( v 0( ti ) ) � I i ( v n( ti ) ) � I i ( w 0( t i ) ) ( i= 1, 2, � , m ) , 因而有

� � � I i ( v n ( ti ) ) � � 2( � I i ( v 0( t i ) ) � + � I i ( w 0( ti ) ) � ) � � ( i = 1, 2, � , m ) ( 3�14)

( 3�13) 和( 3�14) 式中 ���是 R
k 中的范数��

令 S0= v n| J
0 , 因为 vn 在J 0 上连续, 所以 S0 是 C [ J 0, R

k
] 的子集��由( 3�7)和( 3�6)式知

� � � � v n( t ) = e
- Mt

x 0 +�
t

0
( f ( s , v n- 1( s) , w n- 1( s) ) + Mv n- 1( s ) ) e

Ms
ds� , � � t � J 0

因而由( 3�13) 式知 S 0 是一致有界的��对任给 �1, �2 � J 0, �1 � �2, 有

� � � � v n( �2) - v n( �1) = ( e
- M�

2 - e
- M�

1 ) x 0

� � � � � + ( e
- M�

2 - e
- M�

1)�
�

1

0
( f ( s, v n- 1( s ) , w n- 1( s ) ) + M vn- 1( s) ) e

Ms
ds

� � � � � + e
- M�

2�
�

2

�
1

( f ( s, v n- 1( s ) , w n- 1( s ) ) + M vn- 1( s) ) e
Ms

ds

从而由矩阵 e
- Mt 的连续性和 ( 3�13) , 易知 S 0 是等度连续的��由 Arzela_Ascoli 定理知 S 0 是

C [ J 0, R
k
] 中的列紧集��从而 S 0 中有子列在 J 0 上一致收敛于某个 x

*
0 � C[ J 0, R

k
] , 再由( 3�12)式

知 S0 在 J 0 上一致收敛于 x
*
0 ��

令 S 1= vn | J
1� � (0

, 因为 v n( t
+
1 ) ( n= 1, 2, � )存在, 所以 S1 可以看作是 C [ �J 1, R

k
] 的子集, 其中

�J 1= [ t 1, t 2] ��由( 3�7) 和( 3�6) 式知

� � � � v n( t ) = e
- Mt x 0 +�

t

0
( f ( s , v n- 1( s) , w n- 1( s) ) + Mv n- 1( s ) ) e

Ms
ds=

+ e
- M( t- t

1
)
I 1( v n- 1( t 1) ) , � � t � J 1

从而由( 3�13) 和( 3�14) 式易知 S 1 是一致有界的, 又由 e
- Mt

的连续性和( 3�13)、( 3�14) 式易证 S 1

是等度连续的, 因而 S 1 在 �J 1 上一致收敛于某个 x
*
1 � C[ �J 1, R

k
] �� 类似地, 可证 v n | J

2t
在 �J 2 =

[ t 2, t 3] 上一致收敛于某个 x
*
2 � C [ �J 2, R

k
] , � , v n | J

m# 证
在�Jm = [ tm , T ] 上一致收敛于某个 x

*
m

� C [ �J m , R
k
] �� 令 x

*
( t ) = x

*
i ( t ) , t � Ji , 则 x

* � PC [ J , R
k
] , 且 vnb

� �2

在J 上一致收敛于x
* ��

同理可证 vn

� � 1

在J 上一致收敛于某个 y* � PC [ J , R
k
] ��由( 3�12) 式知( 3�4)式成立��

由( 3�13) 式和 Lebesgue 控制收敛定理知

� � � � lim
n� ��

t

0
( f ( s, vn ( s) , w n ( s) ) + M vn ( s) ) e

Ms
ds
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= �
t

0
( f ( s, x

*
( s) , y

*
( s ) ) + M x

*
( s) ) e

Ms
ds

又因 Ii ( i= 1, 2, � , m )是连续的, 故由( 3�7)和( 316)式可得

    x
*

( t ) = e
- Mt x 0 +

Q

t

0
( f ( s, x

*
( s) , y

*
( s) ) + Mx

*
( s) ) e

Ms
ds� � ( w

+ E
0< t

i
< t

e
- M ( t- t

i
)
I i ( x

*
( t i ) ) = A ( x

*
, y

*
) ( t )

于是 x
*

I C
1
[ Jc, R

k
] , 且有

    

x
*

c = f ( t , x
*

, y
*

) ,    t X t i

$ x
*

| t = t
i
= I i ( x

*
( ti ) )   ( i = 1, 2, , , m )

x
*

( 0) = x 0 0

同理可得 y
*

I C
1
[ Jc, R

k
] , 且满足

    

y
*

c = f ( t , y
*

, x
*

) ,    t X t i

$ y
*

| t = t
i

= I i ( y
*

( ti ) )   ( i = 1, 2, , , m )

y
*

( 0) = x) 0

即 x
*

, y
* 是初值问题( 111)的一对拟解# 

设 v , w I [ v 0, w 0] 是初值问题( 111)的一对拟解, 则由( 316) 式知

    v = A ( v , w ) , w = A ( w , v )

由 v 0 [ v , w [ w 0 和( 318)式可得 v 1= A ( v 0, w 0) [ A ( v , w ) = v , w = A ( w , v ) [ A ( w 0, v 0) =

w 1, 利用归纳法易得

    v n [ v , w [ w n   ( n = 1, 2, , )

由于 v n 0

� � � �

和 w n n� � �在在J 上分别一致收敛于 x
* 和 y

* 令 n v ] 取极限, 即得 x
*

[ v , w [ y
*

, 即 x
*

,

y
* 是初值问题( 111)的最小最大拟解对# 

推论  设 f I C[ J @R
k
, R

k
] , 如果下列假设成立:

( i) 存在 v 0, w 0 I PC [ J , R
k
] H C

1
[ Jc, R

k
] , 使 v 0 [ w 0, 并且 v 0, w 0 分别是初值问题( 112)的

下、上解, 即

    

v
c
0 [ f ( t , v 0) ,      t X ti

$ v 0 | t= t
i

[ I i ( v 0( ti ) )   ( i = 1, 2, , , m )

v 0( 0) [ x 0

    

w
c
0 \ f ( t , w 0) ,      t X ti

$ w 0 | t = t
i

\ I i ( w 0( t i ) )   ( i = 1, 2, , , m )

w 0( 0) \ x 0

( ii) 存在 k @k 非负矩阵 M , 使对任给 x 1, x 2 I [ v 0, w 0] , x 1 [ x 2, 有

    f ( t , x 2) - f ( t , x 1) \ - M ( x 2 - x 1) ;

( iii) I i ( x ) [ Ii ( y ) ,   P v 0( ti ) [ x [ y [ w 0( t i ) ( i = 1, 2, , , m ) # 

则初值问题( 112) 在[ v 0, w 0] 中必有最小解 x
* 和最大解 y

*
, 并且以 v 0, w 0 为初始元, 作迭代序列

    v n( t ) = e
- Mt

x 0 +
Q

t

0
( f ( s , v n- 1( s) ) + Mv n- 1( s ) ) e

Ms
ds(
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+ E
0< t

i
< t

e
- M( t- t

i
)
I i ( v n- 1( ti ) )

    w n( t ) = e
- Mt

x 0 +
Q

t

0
( f ( s , w n- 1( s) ) + Mw n- 1( s) ) e

Ms
ds� � � (

+ E
0< t

i
< t

e
- M ( t- t

i
)
I i ( w n- 1( t i ) )   ( n = 1, 2, , )

则 v n ( t )
� �� =

和 w n( t ) t� ��于 在 J 上分别一致收敛于 x
*

( t )和 y
*

( t ) , 且有

    v 0 [ v 1 [ , [ v n [ , [ x
*

[ y
*

[ , [ w n [ , [ w 1 [ w 0
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