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摘   要

经典力学中的哈密顿正则变换所涉及的 4 个母函数 F1 ( q , Q ) , F2 ( q , P ) , F3 ( p , P ) , F4 ( p ,

Q )和 4 种正则变量 q, p , Q , P 之间所有的关系,可以由 7 个基本关系式经线性变换而得到, 这些

变换是勒让德变换, 变换是由 32 个 8 @ 8 的变换矩阵来实现的,而这 32 个矩阵以 4B1 的关系与具

有 8 个群元的 D 4 点群同态# 热力学中的 4 个状态函数 G ( P , T ) , H ( P , S ) , U ( V , S ) , F( V , T )

和 4 个热力学变量 P, V , T , S 之间的变换关系恰好与正则变换关系相同# 热力学状态方程是源

于宏观测量的实验结果的概括, 而哈密顿正则变换是经典力学的理论性总结, 它们的群表示是相

同的, 即它们的数学结构是相同的,这种共性表明热力学变换是一维哈密顿正则变换的实例# 

关键词  正则变换  母函数  群论  群表示  变换矩阵

中图分类号  O316, O152

经典力学中,将 s 个广义位标和 s 个广义动量组成的空间,定义为 2s 维相空间# 在 2s 维相空

间中, 保持哈密顿正则方程形式不变,将体系的哈密顿量 H( qA, pA, t )变换为 K( QA, PA, t) ,其中 A=

1, 2, ,, s;而 qA, QA为广义坐标, pA, PA为广义动量, t 是时间# 变换条件是如下 4 种形式的勒让德

变换之一:

    E
s

A= 1
( pAdqA- PAdQA) + ( K - H ) dt = dF 1( q , Q , t )

    E
s

A= 1
( pAdqA+ QAdPA) + ( K - H ) dt = dF 2( q , P , t )

    E
s

A= 1

(- qAdpA+ QAdPA) + ( K - H ) dt = dF3( p , P, t )

    E
s

A= 1
(- qAdpA- PAdQA) + ( K - H ) dt = dF4( p , Q , t )

其中 F1, F2, F3, F 4 叫母函数# 为便于论述,以一维体系,二维相空间为例进行讨论; 对多维情况,只

须对含有 q, p, Q, P 的项进行 A= 1, 2, ,, s的求和即可# 上述正则变换的 4 个母函数 F 1( q, Q) , F 2

( q, P) , F3( p, P) , F 4( p, Q)和 4 种正则变量 q, p, Q, P 之间的基本关系是

F 2 = F 1+ QP , F 3 = F1 - qp + QP , F 4 = F 1- qp

dF1 = pdq - PdQ , dF 2 = pdq + QdP , dF 3 = - qdp + QdP , dF 4 = - qdp - PdQ
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其中只有 4 个等式是独立的, 例如由前 4 式可推出后 3 式来# 这些等式以及由它们导出的更多的

关系式全都可以借助一个简单的助记图写出[ 1] # 上述 7 个式子中, 4 个母函数都是以线性形式出

现,而 4 个正则变量则都是以双线性形式出现,这种双线性形式的 qp= ( - q) ( - p) , ( - q) p= q( -

p) , QP= ( - Q) ( - P)等等# 下面的讨论将看到,这会使变换矩阵出现 4 种等价的形式# 

如果能找出 F 1, F2, F 3, F4, q, p, Q, P 这 8 个量的线性变换, 就能用简单的方式从已知的方程导

出新的方程# 为了便于表达, 将上述 7 个关系式分别用 X i( i= 1, 2, ,, 7)代表, 也就是,

X 1 = F1 - F 2+ QP , X 2 = F1- F3 - qp + QP

X 3 = F1 - F 4- qp , X 4 = dF1- pdq + PdQ

X 5 = dF 2- pdq - QdP , X 6 = dF 3+ qdp - QdP , X 7 = dF 4+ qdp + PdQ

可以找到一个合适的变换矩阵 D2,

D2 =

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

=

D2 矩阵作用到 8 个量组成的矢量上得到一个新矢量,

F
c
1

F
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c
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变换使得原来的 7个关系式 Xi, 变为由 X i 线性组合成的 7 个新的关系式 X
c
1,例如, 设 X1= F 1- F 2

+ QP 的形式不变,经 D2 变换后的 Xc
1= Fc

1- Fc
2+ QcPc= F4- F 3+ PQ= X2- X3# 同样, 可以推出,

经 D2 变换,还有如下的等价关系式:

X
c
2 = X 1- X 2, X

c
3 = - X 3, X

c
4 = X 7

X
c
5 = X 6, X

c
6 = X 5, X

c
7 = X 4

类似 D2 的矩阵一共有 32 个,它们构成群# 由于在 Xi 中 qp, QP 总是成对出现, 而不出现 qQ, qP ,

pQ, pP,所以有用的只是这个群的商群,它有 8 个群元# 这里要注意, 不要把 7 个基本关系式的线

性变换与正则变换本身混淆起来, 我们这里讨论的是基本关系式的线性变换,它们的性质是由类似

D2 的 8 @ 8 的变换矩阵来体现的# 除了 D2 外, 必有一个 8 @ 8 幺矩阵 D1,及另外 6 个变换矩阵:
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D 3 =

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 1 0
� � (

, D 4 =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

P" " ( Q

D 5 =

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0

� � 0

,    D 6 =

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

P! ! $3

D 7 =

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 1 0

� � (,  D 8 =

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

� -

这 8 个矩阵两两相乘的结果不超出它们, 并满足构成群的 4 个条件, 具体矩阵相乘的结果见表 1

# 

       表 1 变换矩阵的群乘表

D 1 D 2 D 3 D 4 D 5 D 6 D 7 D 8

D 1 D 1 D 2 D 3 D 4 D 5 D 6 D 7 D 8

D 2 D 2 D 1 D 7 D 8 D 6 D 5 D 3 D 4

D 3 D 3 D 7 D 1 D 6 D 8 D 4 D 2 D 5

D 4 D 4 D 6 D 8 D 1 D 7 D 2 D 5 D 3

D 5 D 5 D 8 D 6 D 7 D 1 D 3 D 4 D 2

D 6 D 6 D 4 D 5 D 3 D 2 D 7 D 8 D 1

D 7 D 7 D 3 D 2 D 5 D 4 D 8 D 1 D 6

D 8 D 8 D 5 D 4 D 2 D 3 D 1 D 6 D 7
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从表 1 的乘法关系可以看出, 这 8 个矩阵的集合满足群的要求: 有乘法定义 ) ) ) 矩阵乘法; 有幺元

D 1;相乘具有封闭性和结合律;每个元素有逆元# 因此它们构成一个群, 这个群与晶体点群中 8 个

元素的 D 4 点群是同构群
[ 2] # 

需要注意的是,如前所述,由于正则变量 q , p , Q , P 是以双线性形式在关系中出现,因此表 1

中的每个矩阵 Dj ( j = 1, 2, 3, ,, 8)都有 4 种等价的形式, 也就是说变换矩阵实际上有 32 个,左上

角子矩阵相同的右下角 4 @ 4 子矩阵有 4 种等价的形式,以 D2 为例,其右下角 4 @ 4 子矩阵

0 1 0 0

- 1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

� � 1

,

0 - 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

� � �

,

0 1 0 0

- 1 0 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

0

� � 1

,

0 - 1 0 0

1 0 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1
" " �

是等价的, 只采用其中一种就可以了# 其中比较特别的是幺元 D 1,参见表 1 的乘法关系, 有 4 个等

价的矩阵,

D
2
2 =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0

� � 1

= D
c
1, D

2
3 =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

" " � = D
d
1

D 6D 8 = D8D6 = D
2
7 =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0

� � 0

= D
Ê
1

显然 D
c
1D

c
1= D

d
1D

d
1= D

Ê
1D

Ê
1= I # 表 1 中只有 D

2
4= D

2
5 是严格的幺矩阵 I# 

类似的, D2 等价的形式有

D 3D 7 = D7D3 = D5D8 =

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

� � (
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D4D6 = D8D4 =

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 - 1 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1

0

  0

D 6D 5 =

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 - 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

� �是 等

其余类同# 

变换矩阵 D j ( j = 1, 2, 3, ,, 8)还使 7 个表达式 X i ( i= 1, 2, ,, 7)变换成表达式 X
c
i , 每个 X

c
i 可

以表示为 X i 的线性组合,其具体组合形式如表 2 所示, 多数是只有一项,有两项的较少, 没有三项

以上的组合,而且组合系数只取- 1, 0, 1# 

  表 2 关系式 X i 的变换

D 1 D 2 D 3 D 4 D 5 D 6 D 7 D 8

X c
1 X 1 X 2- X 3 - X 1 X 3 X 1- X 2 - X 3 X 3- X 2 X 2- X 1

X c
2 X 2 X 1- X 3 X 3- X 1 X 2 - X 2 X 1- X 3 - X 2 X 3- X 1

X c
3 X 3 - X 3 X 2- X 1 X 1 X 3- X 2 X 2- X 3 X 1- X 2 - X 1

X c
4 X 4 X 7 X 5 X 4 X 6 X 7 X 6 X 5

X c
5 X 5 X 6 X 4 X 7 X 5 X 4 X 7 X 6

X c
6 X 6 X 5 X 7 X 6 X 4 X 5 X 4 X 7

X c
7 X 7 X 4 X 6 X 5 X 7 X 6 X 5 X 4

我们曾经讨论过一维体系的正则变换与热力学基本方程, 它们具有完全相同的数学结构[ 1] ,

各个量之间一对一的关系是:

F 1 \G  吉布斯函数;           F 2 \H  焓

F 3 \U  总能量; F 4 \F  自由能

q \P  压力; p \V  体积

Q \T  温度; P \S  熵

因此可以将 7 个表达式 X i 直接用热力学量代替而得出热力学方程,其变换形式,以及 8 个矩
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阵( 严格地讲应是 32 个矩阵) # J. S. Lomont 曾对热力学函数及其方程的群表示作过讨论[ 3] ,其实

只要做上述替代就可以了,就是说热力学状态函数和变量及其所有方程的群表示本质上就是一维

体系正则变换群表示的具体化# 例如我们熟知的热力学方程:

dG = VdP - SdT , dH = VdP + TdS , d U = - Pd V + TdS , dF = - Pd V - SdT

就是 7 个基本关系中的 X 4, X 5, X 6 和 X 7,用热力学量作了替换后的形式# 从这个意义上来看,热

力学方程及其变换, 就是正则变换的实例,从群表示的角度来看都是 D 4 群# 热力学状态方程是源

于实验的宏观测量结果的概括,而哈密顿正则变换是经典力学的理论性总结(其中哈密顿量是微观

量子力学的基石) ,它们具有相同的群表示,这一事实有说服力地证明了它们具有相同的数学结构

# 类似这种殊途同归的情况可能也存在于其它物理学领域中# 这对从整体上来研究物理学本质具

有深刻的意义# 
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Abstract

The mutual relationships between four generating functions F1( q , Q ) , F2( q , P ) , F 3( p , P) ,

F4( p , Q ) and four kinds of canonical variables q , p , Q , P concerned in Hamiltonc s canonical trans-

formations, can be got with linear transformations from seven basic formulae. All of them are Leg-

endrecs transformation, which are implemented by 32 matrices of 8 @ 8 which are homomorphic to

D 4 point group of 8 elements with correspondence of 4B1. Transformations andrelationships of four

state functions G ( P, T ) , H ( P , S ) , U( V , S ) , F ( V , T ) and four variables P, V , T , S in thermo-

dynamics, are just the same Lagendrecs transformations with the relationships of canonical transfor-

mations. The state functions of thermodynamics are summaryly founded on experimental results of

macroscope measurements, and Hamiltoncs canonical transformations are theoretical generalization

of classical mechanics. Both group represents are the same, and it is to say, their mathematical

frames are the same. This generality indicates the thermodynamical transformation is an example of

one_dimensional Hamiltoncs canonical transformation.

Key words  canonical transformations, group theory, group represent, transformation matrix
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