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摘   要

基于线性叠加原理, 本文首先证明了广义 Duhamel积分, 把运动线源荷载作用下梁的动力问

题转化为求解位置固定的线源荷载作用下梁的动力响应即线源脉冲响应函数# 然后, 利用 Laplace

变换和 Fourier变换求解梁的动力方程,获得了线源脉冲响应函数,继而得到了运动线源荷载下梁

的动力解答# 对动力响应的进一步分析表明, 其最大值总是发生在线源的中心并随荷载运动而运

#动最后,定义了运动动力系数# 
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k 11 引   言

弹性地基上无限长梁既可以作为斜拉桥的动力学模型[ 1] , 也可以看作是承受火车作用的轨道

的力学模型,因而运动荷载作用下无限长梁动力响应的研究引起许多研究人员的关注# 如 Timo-

shenko[ 2] , Fryba[ 3] , Steele[ 4] ,李国豪[ 5]等# 然而,我们发现,在众多的研究中,大都针对荷载是点源

的情况给予分析# 实际上不论汽车荷载还是火车轮载, 在空间上都是非点接触, 而是呈线源分布

(在一维方向) # 并且,上述研究中,主要采取的是本征函数叠加(振型分解)的方法获得级数解# 对

于有限长梁,这种方法是较为有效的,然而对无限长梁,由于其振型有无穷多个,因而用少数几项级

数就不能精确地构造出解,如此一来,造成了计算量的增大# 

本文则采用积分变换方法和叠加原理处理梁在线源荷载作用下的动力响应问题,所获得的解

答是精确的解析解# 

k 21 问题的数学模型

首先对地基作如下假定

( 1) 地基符合Winkler地基假设, 即地基反力与梁的挠度(竖向位移)成正比;

( 2) 地基存在线性阻尼,阻尼力与梁的挠度对时间的变化率成正比# 
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满足上述两个假定的 Bernoulli_Euler 梁的运动方程为

EI
54

u

5 x 4 + ku + c
5 u
5 t + m

52
u

5t 2
= F ( x , t ) (211)

其中 u = u( x , t ) 为梁的挠度, EI 和m 分别为梁的抗弯刚度和单位长度质量, k 和c分别为地基反

应模量和地基阻尼常数, F ( x , t ) 为梁上所受外力# 对于运动的线源荷载,它由下式来描述

F ( x , t ; r 0) = P 0
H [ r

2
0- ( x - vt )

2
]

2 r 0
H ( t) (212)

其中 H (#) 为 Heaviside跃阶函数# 而初始位移和初始速度则不妨取为零,即有初始条件

u( x , t )
t = 0

= 0,  5 u
5 t t = 0

= 0 (213)

方程( 211) ~ ( 213)就构成定解问题的完整的数学模型# 

k 31 广义 Duhamel积分

从方程( 211)可知,梁的动力学系统为线性系统# 考虑无限长梁 t = 0时刻在坐标原点两侧的

[- r 0, r 0] 范围内受一量值为 P 0的突加线源荷载, 随后该线源荷载沿 x 轴正向匀速运动,见图 1# 

定义线源荷载中心作用于固定坐标系 xO 的原点 O 处时 (此时荷载为 FD( x , t ) = [ H ( r
2
0 -

x
2
) / 2r 0] D( t ) ) 激发的梁的动力响应为该线性系统的挠度脉冲响应函数, 记为 hu ( x , t )# 当荷载

运动至 S(0 [ S [ t ) 时刻, 瞬时线源荷载中心已不再处于固定坐标系 xO 的原点,而位于 x S = v S

处# 为了利用前面定义的荷载中心在 x = 0处的挠度脉冲响应函数 hu( x , t ) 来表示 S时刻的线

源脉冲荷载在梁内任意一点 A 处 t 时刻的挠度响应, 必须进行坐标变换# 

图 1  运动的线源荷载

为此, 设原坐标系为 xO, 新坐标系为 xcOc,其坐标原点 Oc

建立在S时刻运动线源荷载中心所处的位置# 设 A 点在旧坐标

系中的坐标为 x a ,在新坐标系中的坐标为 x
c
a, 则新旧坐标系之

间满足变换(参见图 1)

x
c
a = x a - vS (311)

那么,在 S时刻作用于梁上的瞬时线源荷载激发出的A 点在t时刻的挠度响应应为hu ( x
c
a , t- S) 其

中 t - S是由于运动耗时造成的时间位移# 根据线性系统叠加原理,梁上 A 点在 t 时刻由运动线

源产生的挠度应由上述 hu( x
c
a , t - S) 关于时滞 S的积分而得到

u( x a , t ) = Q
t

0
P0hu( x

c
a, t - S) dS (312)

A 点选择的任意性使我们可以改写上式成为

u( x , t ) = Q
t

0
P 0hu ( x - vS, t - S) dS (313)

我们把( 313)称为广义 Duhamel积分# 如果荷载是在时间 t = - ] (对应于方程(212) 中不含

H ( t) ) 就已作用在梁上, 那么,只须把(313) 式的积分下限从 0 y- ] 即可 # 

k 41 挠度脉冲响应函数

从上面的分析可知, 只须求出了挠度脉冲响应函数 hu ( x , t ) (即对应于方程(211) 右端荷载项
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为 FD( x , t ) = [ H ( r
2
0- x

2
) / 2r 0] D( t ) 的解) ,只须把 hu( x , t ) 中的变量作代换 x = x - vS, t =

t - S并代入( 313) 式,即可得到梁内任一点的挠度动力响应# 

定义 Laplace正、逆变换和 Fourier 正、逆变换为

�f ( s) = L f ( t )应 为地= Q
]

0
f ( t ) exp(- st ) dt

f ( t ) = L- 1 �f ( s )
� � �

=
1
2PiQ

G+ i ]

G- i ]
�f ( s) exp( st ) dt 而

(411)

�f ( X) = F f ( x ) = Q
]

- ]
f ( x ) exp(- iXx ) dx

f ( x ) = F
- 1
�f ( X)k 义 D=

1
2PQ

]

- ]
�f ( X) exp( iXx ) dX

(412)

令 a
2
= EI / m ,对方程(211) 两边关于时间进行 Laplace变换,变换参数为 s ,则有

a
2 d

4
�u

dx
4 +

k
m
�u +

c
m
s�u + s

2�u =
�FD( x , s )

m
(413)

其中 �u = �u ( x , s) # 这里用到了零初始条件( 213) 以及 Laplace变换的微分性质

L
df
dt

冲响= s hL f ( t ) 的线

� �脉冲 源

- f ( t )
t = 0

(414)

L
d
2
f

dt
2 �= s

2L f ( t ) A- sf ( t )
t = 0

-
df
dt t = 0

(415)

对方程( 413)两边关于空间 x 进行 Fourier变换,变换参数为 X, 得

a
2 X4 �u +

k
m
�u +

c
m
s�u + s

2 �u =
�FD( X, s)

m
(416)

其中 �u = �u ( X, s )# 式( 416) 是双重变换域中关于挠度的代数方程,可解得

    �u ( X, s) = �F D( X, s) m ( a
2
X
4
+

k
m

+
c
m
s + s

2
)t� � (S

- 1

(417)

要得到时域中的挠度 u ( x , t ) , 必须对上式进行积分反演# 根据Laplace变换和Fourier变换的

线性性质,先进行哪种逆变换不影响最终结果# 对( 417) 式进行 Laplace逆变换, 并利用Laplace卷

积定理得

�u ( X, t ) =
1
m
�FD( X, t ) * L L

- 1
( a

2 X4+
k
m

+
c
m
s + s

2
)
- 1

=
1
m
�FD( X, t ) * L exp(- At ) [ q1( X) ]

- 1

# [ exp[ q 1( X) t ] - exp[- q 1( X) tB ] ]

=
1
mQ

t

0
�FD( X, S) exp[- A( t - S) ] [ q1( X) ]

- 1 exp[ q 1( X) ( t - S) ]

- exp[- q 1( X) ( t - S) ]地下 dS (418)

其中* L 表示拉氏卷积算子# 

A=
c

2m
, q 1( X) = A2 -

k
m

- a
2 X4

1/ 2

对( 418)式两边进行 Fourier反演,并运用 Fourier卷积定理,得

u( x , t ) = ( 2Pm)
- 1Q

t

0
FD( x , t )* F F

- 1 exp[- A( t - S) ] [ q1( X) ]
- 1 a

# exp[ q1( X) ( t - S) ] - exp[- q 1( X) ( t - S) ]2 @ dS
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= ( 2Pm)
- 1Q

t

0Q
]

- ]
FD( N, S)Q

]

- ]
exp[- A( t - S) ] [ q1( X) ]

- 1

# exp[ q1( X) ( t - S) ] - exp[- q 1( X) ( t - S) ]�� ��

# exp[ i X- ( x - N) ] dNdXdS (419)
式中* F 为傅氏卷积算子# 注意到下述积分

Q
]

- ]
F ( N, S) exp(- i XN) dN= Q

]

- ]

H [ r
2
0 - N2]
2r 0

D( S) exp(- iXN) dN

=
D( S)
2 r 0Q

r
0

- r
0

exp[- iXN] dN=
sinr 0 X
r 0 X

D( S) ( 4110)

以及 D函数的位移性质

Q
]

- ]
D( S- S0) f ( S) dS = f ( S0) ( 4111)

把( 4110)、( 4111)两式代入( 419) , 并利用函数的奇偶性,经化简整理,最终可得

hu ( x , t ) = ( Pm)
- 1
exp(- At )Q

]

0

sinr 0 X
r 0 X

exp[ q 1( X) t ] - exp[- q 1( X) tL ]

" " d

# [ q 1( X) ]
- 1exp( iXx ) dX ( 4112)

当 c [ 2 km 时, 利用欧拉公式

exp(+ iH) = cosH+ isinH ( 4113)
则( 4112)式还可写为

hu ( x , t ) = 2( Pm)
- 1exp(- At )Q

]

0

sinr 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) t ]
q( X)

exp( i Xx ) dX (4114a)

当 c \ 2 km 时, (4112) 则应为

hu ( x , t ) = 2( Pm)
- 1
exp(- At ) Q

X
0

0

sin r 0 X
r 0 X

sh[ q1( X) t ]
q1( X)

exp( iXx ) dX(

+ Q
]

X
0

sinr 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) t ]
q ( X) t

exp( iXx ) dX (4114b)

这里 sh(#) 为双曲正弦函数# 当 c = 2 km 时, ( 4114a) 与(4114b) 相同# 为了下文分析的方便

起见,仅以(4114a) 为准# 

k 51 动力响应精确解

根据广义 Duhamel积分( 313) , 梁在突加运动的线源荷载( 212)作用下的动挠度为

u( x , t ) = 2Q
t

0Q
]

0
P0( Pm)

- 1exp[- A( t - S) ]
sin r 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) ( t - S) ]
q ( X)

# exp[ i X( x - vS) ] dXdS (511)
在稳态运动的线源荷载

F ( x , t ) = P 0
H [ r

2
0 - ( x - Tt ) 2]

2 r 0
(512)

作用下,梁的动挠度则为

u( x , t ) = 2Q
t

- ]Q
]

0
P 0

exp[- A( t - S) ]
Pm

sinr 0X
r 0X

sin[ q ( X) ( t - S) ]
q( X)
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# exp[ i X( x - vS) ] dXdS (513)
作变量代换 H= t - S,则上式又可写为

u( x , t ) = 2Q
]

0Q
]

0
P 0( Pm)

- 1exp[- AH]
sinr 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) H]
q ( X)

# exp[ i X( x - vt + vH) ] dXdH (514)
点源运动荷载作用下梁的动力响应应该是线源运动荷载解( 514)的极限情况# 为此, 对( 514)两边
取极限 r 0 y0,得点源情况下的动挠度为

u( x , t ) = 2Q
]

0Q
]

0
P 0

exp(- AH)
Pm

sin[ q ( X) H]
q ( X)

exp[ i X( x - vt + vH) ] dXdH (515)

这里用到了极限 lim
r
0

y 0

sinr 0 X
r 0 X

= 1# (515) 与文献[ 7] 一致 # 

k 61 稳态响应极值分析

动挠度的最大值发生在何时何处是工程设计中最关心的问题# 下面,我们利用极值定理来分

析稳态动力响应( 514)式的极值# 极值定理指出, 函数 u ( x , t ) 取极值的必要条件是

5 u
5 x = 0 (611)

把( 514)代入( 611)得
5exp[ i X( x - vt ) ]

5x = 0 (612)

从上式解得

x = vt (613)
由此可见, u ( x , t ) 取得极值的条件为 x = v t ,并且可以证明这个条件是使(514) 取最大值的条件
# 从(613) 看出, 动挠度的最大值总是发生在线源荷载中心处, 同时还随着荷载的运动而运动 # 

把(613) 代入(514) 即可得到最大动挠度

u( x , t ) max = 2Q
]

0Q
]

0
P 0

exp(- AH)
Pm

sinr 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) H]
q ( X)

cosXvHdXdH (614)

在此过程中,用到了欧拉公式并取其实部

Re[ exp( iXvH) ] = cosXvH (615)

k 71 静 力解 答

当荷载运动速度 v = 0时,稳态响应(514) 就退化为静力解答

u( x ) = 2Q
]

0Q
]

0
P0

exp(- AH)
Pm

sin r 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) H]
q ( X)

exp( i Xx ) dXdH (711)

注意到下述积分

I = Q
]

0

sin[ q ( X) H]
q ( X)

exp(- AH) dH= L
sin[ q ( X) H]

q ( X)

� �h s

(712)

由 Laplace变换可以求得

I = [ A
2
+ q

2
( X) ]

- 1
(713)

把( 713)代入( 711) , 并利用 q( X) 的表达式, 最后可得
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u( x ) =
2P0

PQ
]

0

sinr 0 X
r 0 X

# cosXx
EI X

4
+ k

dX (714)

不难发现,当线源分布半径 r 0 y 0时,上述挠度将成为点源荷载 P0 引起的梁的静挠度

u( x ) =
2P0

PQ
]

0

cosXx
EIX4 + k

dX (715)

对( 715)利用极值条件( 611) , 并类似前文的分析, 可知最大静挠度发生在 x = 0处, 且最大值为

u( x ) max = 2Q
]

0Q
]

0
P0

exp(- AH)
Pm

sin r 0 X
r 0 X

sin[ q ( X) H]
q ( X)

dXdH

=
2P 0

PQ
]

0
( EIX4 + k )

- 1
dX (716)

k 81 运动动力系数

如果我们定义运动动力系数 K m( v ) 是动力挠度最大值(614) 式与静力挠度最大值(716) 式的
比,即

K m( v ) =
Q

]

0Q
]

0
X- 1exp(- AH) sin r 0 Xsin[ q ( X) H] cosXvHdXdH

Q
]

0Q
]

0
X- 1exp(- AH) sinr 0 Xsin[ q ( X) H] dXdH

(811)

那么,可以看出,运动动力系数 K m( v ) 是荷载运动速度 v 的函数# 并且,动力效应比静力效应只

是多了 cosXvH这一项# 由于 | cosXvH| [ 1, 故始终有 K m( v ) [ 1, 这表明动挠度总是小于静挠度

# 当然,式( 811) 的分母也可写成(716) 式的形式, 不过按(811) 这样写可以比较清楚地看出动、静
之差别# 

k 91 结   语

本文首先利用线性叠加原理建立了广义的 Duhamel积分, 然后用积分变换的方法求得了弹性

地基上无限长梁的挠度脉冲响应函数, 并最终获得了线源运动荷载作用下梁的动挠度的精确解# 

在分析了动挠度和静挠度的最大值之后,还从理论上提出了反映运动效应的动力系数,可用于结构

设计规范之中# 
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Dynamic Analysis to Infinite Beam under a Moving

Line Load with Uniform Velocity

Sun Lu   Deng Xuejun
( Sou theast Un iver sity , Nan jing 210096, P . R . Chin a )

Abstract

Besed on the principle of linear superposition, this paper proves generalized Duhamelcs integral

which reverses moving dynamical load problem to fixed dynamical load problem. Laplace transform

and Fourier tansform are used to solve patial differential equation of infinite beam. The generalized

Duhamelcs integral anddeflection impluse response function of the beam make it easy for us to obtain

final solution of moving line loadproblem. Deep analyses indicate that the extreme value of dynamic

response always lies in the center of the line load and travels with moving load at the same speed.

Additionally, the authors also present definition of moving dynamic coefficient which reflects moving

effect.

Key words  generalized Duhamelc s integral, integral transform, infinite beam, dynamic response,

moving effect
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