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摘   要

在没有线性结构的一般集合上引入了函数的一种/ 凹( 凸)0 性概念, 得到一个没有线性结构的

Fan Ky 不等式; 在此基础上, 在一般的拓扑空间上建立了极大极小定理, 并把著名的鞍点定理推广

到没有线性结构的拓扑空间上# 

关键词  极大极小定理  鞍点定理  拓扑空间

中图分类号  O177

k 11 引   言

Fan Ky 不等式是非线性分析中一个非常重要的工具, 它通常被写成如下形式: 设 X 是某一拓

扑线性空间的非空紧凸子集, U( x , y )是定义在 X @ X 上的实函数,如果( � ) 对任意的 y I X , U

( x , y )关于 x 下半连续; ( � ) 对任意的 x I X , U( x , y )关于 y 拟凹# 则存在 x 0 I X ,使 sup
y I X

U( x 0,

y ) [ sup
x I X

U( x , x ) # 

自 Fan Ky 在 1972 年给出这一定理后, 许多作者对之做了推广( 见[ 1- 3] ) # 这些推广都保留

了条件( � ) ) ) ) U( x , y )关于 x 下半连续,其本质的改进在于对 U( x , y )关于 y/ 凹性0的逐步弱化

# 例如,从拟凹减弱为对角拟凹,由对角拟凹弱化到 C对角拟凹, 再由 C对角拟凹弱化到 C广义拟

凹等等# 上面这些凹性都是在具有线性结构的凸集上定义的,相应的 Fan Ky 不等式的推广形式都

是在拓扑线性空间上给出的# 本文在没有任何线性结构的一般集合上引入了函数 C凹样的概念,

并讨论了这种凹性与原有几种凹性间的关系# 基于 C凹样的概念,我们给出了一个没有线性结构

的 Fan Ky 不等式# 

二个对手零 ) 和对策的数学模型可以通过三元组( X , Y , U)给出,其中 X 和 Y 是非空集合,它

们表示二个对手的策略空间( st rateg y space) , U是对策的支付函数( payoff ) , 一个定义在 X @ Y 上

的函数# 这种对策的一个重要问题是找出充分条件使下式成立

    inf
x I X

sup
y I Y

U( x , y ) = sup
y I Y

inf
x I X

U( x , y ) (111)

当( 111) 成立时, 称对策( X , Y , U)有值# 有关(111)成立的定理称为极大极小定理# 大多数的极大

极小定理都涉及到线性结构(见[ 4] , [ 6]和[ 3]以及那里的参考文献)# Fan
[ 4]

, T erkelsen
[ 6]

, Irle
[ 7]

,

Garaghty 和 Lin[ 8] , 张石生[ 9] 以及 Gw inner 和 Oet tli[ 5] 研究了没有线性结构的极大极小定理# 比

( 111) 更有意义的是找出(�x , �y ) I X @ Y 使对一切 x I X , y I Y 有
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U( �x , y ) [ U( �x , �y ) [ U( x , �y ) (112)

满足( 112) 的( �x , �y )称为 U( x , y )在 X @ Y 上的鞍点# 本文建立了新的没有线性结构的极大极小

定理# 并给出了只需拓扑条件的更为一般的鞍点定理# 

k 21 C凹( 凸) 样的函数

定义  设 X 和 Y 是二个非空集, U: X @ Y y R , CI R , 我们称 U( x , y )关于 y 是 C凹(凸)样

的,若对 Y 的任何有限子集K 都存在 x 0 I X 使得

C\ m ax
y I K

U( x 0, y )  ( [ m in
y I K

U( x 0, y ) )

命题 211  设 X 和 Y 是某拓扑线性空间的二个非空凸子集, U: X @ Y yR 关于 x 下半连续, C

I R ,如果 U( x , y )关于 y 是 C广义拟凹的,则 U( x , y )关于 y 是 C凹样的(关于 C广义拟凹的概

念见[ 3] p. 111 或[ 2] ) # 

证明  因为 U( x , y )关于 y 是C广义拟凹的,所以对 Y 的任何有限子集K = y 1, ,, y n

# # #例

存在

x 1, ,, x n 凹 弱 #< X 使得对任何 y i
1
, ,, y i

k上 给
< K 及任意的 x I co( x i

1
, ,, x i

k 一 个
)都有

    min
1 [ j [ k

U( x , yi
j
) [ C (211)

令 G : K y2X 使得对每个 yi I K

G ( yi ) = x I X | U( x , yi ) [ CX

� �u s

H co( x 1, ,, x n

� � y

)

由 U( x , y ) 关于 x 下半连续容易验证 G ( yi ) 是非空紧集 # 由(211) , 对 K 的任何子集 y i
1
,理 ,,

y i
k 我们有 co( x i

1
, ,, x i

k r l) < G
k

j = 1
G ( yi

j
)# 所以 G : K y 2X 是广义的 KKM 映射(见[ 3] p. 110 或

[ 2] ) # 由广义 KKM 定理(见[ 3] p. 114 或[ 2] ) , H
n

i= 1
G ( y i ) X «# 取 x 0 I H

n

i= 1
G ( y i ) ,则有max

1 [ i [ n
U( x 0,

y i ) [ C# 所以 U( x , y ) 关于 y 是 C凹样的# 

由于 U( x , y ) 关于 y C对角拟凹 ] U( x , y ) 关于 y C广义拟凹 # 所以当 U( x , y ) 关于 x 下半

连续时, U( x , y ) 关于 y C对角拟凹 ] U( x , y ) 关于 y 是 C凹样的,特别地, U( x , y ) 关于 y 对角拟

凹 ] U( x , y ) 关于 y 是 C= sup
x I X

U( x , x ) 凹样的# 

命题 212  设 X 和 Y 是二个非空集合, U: X @ Y yR ,B为 Y 的所有有限子集构成的族,记 #

= sup
K I B

inf
x I X

m ax
y I K

U( x , y )# 则

( � ) 当 C> # 时, U( x , y )关于 y 是C凹样的;

( � ) 当 C< # 时, U( x , y )关于 y 不是 C凹样的# 

证明  ( � ) 当 C> # 时, 对 Y 的任何有限子集K 都有 C> inf
x I X

max
y I K

C( x , y ) # 所在存在 x 0 I

X 使得C> max
y I K

U( x 0, y ) ,故 U( x , y ) 关于 y 是 C凹样的# 

( � ) 当 C< #时,存在 Y 的有限子集K 0 使得 C< inf
x I X

m ax
y I K

0

U( x , y ) ,即对任意的 x I X 都有

C< m ax
y I K

0

U( x , y )# 所以 U( x , y ) 关于 y 不是 C凹样的# 

推论 211  设X 和 Y 为某拓扑线性空间的非空凸子集, U: X @ Y y R , #同命题212且 U( x ,

y ) 关于 x 下半连续,则

( � ) 当 C> # 时, U( x , y )关于 y 是C广义拟凹的;

( � ) 当 C< # 时, U( x , y )关于 y 不是 C广义拟凹的# 

证明  ( � ) 由命题 212, U( x , y ) 关于 y 是 C凹样的 # 所以对 Y 的任何有限子集 K =
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y 1, [,, y n �存在 x 0 I X 使得 max
1 [ i [ n

U( x 0, yi ) [ C# 取 x 1 = , = x n = x 0, 那么对任何

y i
1
, ,, y i

k �< K 及x I co( x i
1
, ,x i

k X) = xK 0

� � ( U

有 min
1 [ j [ k

U( x , y i
j
) [ max

1 [ i [ n
U( x 0, y i ) [ C# 故 U( x ,

y ) 关于 y 是 C广义拟凹的# 

( � ) 由命题 211与命题 212 即得# 

推论 212  设 X 是某一拓扑线性空间的非空凸子集, U: X @ X y R , B表示 X 的所有有限子

集构成的族# 如果

( � ) U( x , y )关于 x 下半连续;

( � ) U( x , y )关于 y 是对角拟凹的(特别地是拟凹的)# 

则      sup
K I B

inf
x I X

m ax
y I K

U( x , y ) [ sup
x I X

U( x , x )

k 31 主 要 结 果

为方便起见, 我们先给出一些记号# 

设 X 和 Y 是二个非空集合, U( x , y )是 X @ Y 上的实函数# 我们称 U( x , y )关于 x 具有

( C1) , 如果对任意的 x 1, x 2 I X , Y 的任何有限子集K 及任意的E> 0 存在 x 0 I X 使得对一切 y I

K 都有

U( x 0, y ) [ min U( x 1, y ) , U( x 2, y )
� � , ,

+ E ( C1)

称 U( x , y )关于 y 具有(C2) , 若对任意的 y 1, y 2 I Y, X 的任何有限子集L 及任意的E> 0 存在 y 0

I Y 使得对一切 x I L 都有

U( x , y 0) \ max U( x , y 1) , U( x , y 2) 7� �) �- E ( C2)

我们称 U( x , y )关于 x 是 Convex( Concave) _like( 见[ 4] 或[ 5] ) , 如果对任意的 x 1, x 2 I X 及任

意的 0< t< 1 存在 x 0 I X 使得对一切y I Y 都有

U( x 0, y ) [ tU( x 1, y ) + ( 1- t) U( x 2, y ) ( \ tU( x 1, y ) + (1 - t) U( x 2, y ) )

我们称 U( x , y )关于 y 是几乎 Concave_like( 见[ 5] ) , 若对任意的 y 1, y 2 I Y ,任意的有限集 L

< X ,任意的 0< t< 1 及任意的 E> 0存在 y 0 I Y 使对一切 x I L 有

U( x , y 0) \ tU( x , y 1) + ( 1- t) U( x , y 2) - E

引理 311  设 X 是拓扑空间, Y 是一非空集合, U: X @ Y yR 满足

( � ) U( x , y )关于 x 下半连续;

( � ) U( x , y )关于 y 是 C凹样的;

( � ) 存在 Y 的有限子集K 0 使得 x I X | U( x , y ) [ C, y I K 0 是 X 的紧子集;

则存在 �x I X 使sup
y I Y

U( �x , y ) [ C# 

证明  记 A = x I X | U( x , y ) [ C, y I K 0 i,则 A 是紧集 # 对每个 y I Y ,令 G ( y ) =

x I X | U( x , y ) [ C>

� �ax m

H A ,则 G( y )是紧集# 对 Y的任意有限子集K ,记K 1 = K G K 0# 由 U( x ,

y ) 关于 y 是 C凹样的, 存在 x 0 I X 使max
y I K

1

U( x 0, y ) [ C# 所以 x 0 I H
y I K

G( y )# 这意味着

G( y ) | y I Y ) 关 �是一族具有有限交性质的紧集# 所以存在 �x I H
y I Y

G ( y) ,故sup
y I Y

U(�x , y) [ C# 

引理 311是一个没有线性结构的 Fan Ky 型不等式, 它推广了[ 1] 与[ 2] 的主要结果# 

引理 312  设 X 和 Y 是二个非空集合, U, W: X @ Y yR 满足U[ W(即: P( x , y ) I X @ Y, U

( x , y ) [ W( x , y ) )如果下面条件之一成立
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( � ) U( x , y )关于 x 具有( C1) ;

( � ) U( x , y )关于 y 具有( C2) # 

则      inf
L I A

sup
y I Y

min
x I L

W( x , y ) \ sup
K I B

inf
x I X

max
y I K

U( x , y )

其中A和B分别是 X 和 Y 的所有有限子集构成的族# 

证明  当( � ) 成立时, 我们先来证明对任意 E> 0,任意的 L I A及任意的 K I B存在 �x I X

使得对一切y I K 都有

U( �x , y ) [ min
x I L

U( x , y ) + E (311)

显然, 当 L 只有一个元素时( 311)成立# 假设 L 含有n 个元素时( 311)成立# 由数学归纳法, 我们

只须说明当 L = x 1, ,, x n , x n2 + 1

� � 设

有 n+ 1 个元素时, ( 311)成立即可# 由归纳假设存在 x̂ I X 使

得对一切 y I K 都有

U( x̂ , y ) [ m in
1 [ i [ n

( x i , y ) + E/ 2

由于 U( x , y )关于 x 具有( C1) , 所在存在 �x I X 使得对一切 y I K 有

U( �x , y ) [ min U( x̂ , y ) , U( x n+ 1, y ) + E/ 2 [ m in
1 [ i [ n+ 1

U( x i , y ) + E

由( 311) 和 U[ W容易验证对任意的E> 0,任意的 L I A及 K I B都有

    inf
x I X

max
y I K

U( x , y ) [ sup
y I Y

min
x I L

U( x , y ) + E [ sup
y I Y

min
x I L

W( x , y ) + E

所以     sup
K I B

inf
x I X

max
y I K

U( x , y ) [ inf
L I A

sup
y I Y

min
x I L

W( x , y ) + E

这意味着

    sup
K I B

inf
x I X

max
y I K

U( x , y ) [ inf
L I A

sup
y I Y

min
x I L

W( x , y )

当( � ) 成立时, - W( x , y )关于 y 具有( C1) 而且- W[ - U# 利用上面已证的结论便得此时亦

真# 

下面的引理是[ 5] 中一个主要结果# 

引理 313( [ 5] 定理 3)  设 X 是一非空集合, Y 是拓扑空间, U, W: X @ Y yR 使得 U[ W, 并设

存在有限集 L < X 及E> 0 使得 y I Y | W( x , y ) \- E, x I L

� � 2

是 Y 的紧子集# 如果 U( x , y )关于

x 是Convex_like, W( x , y )关于 y 是几乎 Concave_like 且 W( x , y )关于 y 上半连续,那么下面的( � )

意味着( � ) # 

( � ) 对一切 x I X , sup
y I Y

U( x , y ) \ 0 ;

( � ) 存在 �y I Y 使对一切 x I X , W( x , �y ) \0# 

引理 314  设 X , Y , U, W,A及B同引理 312# 

如果 U( x , y )关于 x 是 Convex_like 且 W( x , y )关于 y 是几乎 Concave_like, 则

    sup
K I B

inf
x I X

max
y I K

U( x , y ) [ inf
L I A

sup
y I Y

min
x I L

W( x , y )

证明  我们只须说明对任意的 L I A及 K I B都有

    sup
y I Y

m in
x I L

W( x , y ) \ inf
x I X

max
y I K

U( x , y )

记 A= inf
x I X

max
y I K

U( x , y ) ,则 A< + ] # 不失一般性可设- ] < A# 令 f ( x , y ) = U( x , y ) - A,

g ( x , y ) = W( x , y ) - A# 显然对一切 x I X 都有max
y I K

f ( x , y ) \0# 在 K 上取离散拓扑,则 K 是

紧空间且 g( x , y ) 关于 y 在K 上连续# 由假设容易验证 f 和g 在X @ K 上满足引理 313的条件

# 由引理313,存在�y I K 使对一切x I X 都有g ( x , �y ) \0,也就是 inf
x I X

W( x , �y ) \ A# 所以   

  sup
y I Y

min
x I L

W( x , y ) \ inf
x I X

W( x , �y ) \ A= inf
x I X

max
y I K

U( x , y )
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定理 311  设 X 和 Y 是拓扑空间, U, W: X @ Y yR , U[ W并满足

( Ñ) U( x , y )关于 x 下半连续;

( Ò) W( x , y )关于 y 上半连续;

( Ó) 存在 E> 0, L 0 I A及 K 0 I B使 x I X | U( x , y ) [ #1+ E, y I K 0Y  有 有 限 和 y I Y� ) | W( x , y ) \

#2- E, x I L 0� 都是紧集(其中A和B分别是 X 和 Y 的所有有限子集构成的族,

# 1 = sup
K I B

inf
x I X

m ax
y I K

U( x , y ) , #2 = inf
L I A

sup
y I Y

min
x I L

W( x , y ) )

如要下列条件之一成立

( � ) U( x , y )关于 x 具有( C1) ;

( � ) W( x , y )关于 y 具有( C2) ;

( � ) U( x , y )关于 x 是 Convex_like 且 W( x , y )关于 y 是几乎 Concave_like# 

则存在 �x I X , �y I Y 使 inf
x I X

W( x , �y ) \ sup
y I Y

U( �x , y )# 所以成立着

    sup
y I Y

inf
x I X

W( x , y ) \ inf
x I X

sup
y I Y

U( x , y )

证明  由引理 312 与引理 314, 当( � ) , ( � ) 和( � ) 之一成立时 #1 [ #2# 所以我们只须证

明存在 �x I X , �y I Y 使得sup
y I Y

U(�x , y ) [ #1 且 #2 [ inf
x I X

W( x , �y )# 令 A = x I X | U( x , ynf ) [ #1

+ E, y I K 0 , 由( Ó) 知 A 是紧集# 对任意的 K I B, 记 K 1 = K 0 G K , X 0 = x味着 I X | U( x ,

y ) [ #1+ E, y I K 1 U# 由命题 212, U( x , y ) 关于 y 是 #1+ E凹样的# 所以 X 0 是 A 的非空子集

# 由(Ñ) , X 0 是闭集,因此 X 0 是非空紧集# 容易验证 inf
x I X \ X

0

max
y I K

1

U( x , y) \ #1 + E# 这意味着

    inf
x I X

0

max
y I K

1

U( x , y ) = inf
x I X

max
y I K

1

U( x , y ) [ #1

由( Ñ ) , max
y I K

1

U( x , y ) 是 x 的下半连续函数# 再由 X 0 是紧集,存在 x 0 I X 0 使

    max
y I K

1

U( x 0, y ) = inf
x I X

0

max
y I K

1

U( x , y ) [ #1

所以max
y I K

U( x 0, y ) [ #1# 故 U( x , y ) 关于 y 是 #1 凹样的 # ( Ñ) 和( Ó) 意味着 x I X | Ux ( x ,

y ) [ #1, y I K 0 是紧集# 据引理311,存在 �x I X 使得sup
y I Y

U( �x , y ) [ #1# 由( Ò) , - W( x , y )

关于 y 下半连续# 显然

    sup
L I A

inf
y I Y

max
x I L

- W( x , y ) = - #2

且  y I Y | - W( x , y ) [ - #2 + E, x I L 0]� �失 一 不= y I Y | W( x , y ) \ #2- E, x I Ly 0" " =

是紧集# 由上面已证的结果, 存在 �y I Y 使sup
x I X

- W( x , �y ) [ - #2 即 inf
x I X

W( x , �y ) \ #2# 

定理 312  设 X 和 Y 是拓扑空间, U: X @ Y yR 满足

( Ñ) U( x , y )关于 x 下半连续;

( Ò) U( x , y )关于 y 上半连续;

( Ó) 存在 E> 0, L 0 I A和 K 0 I B使 x I X | U( x , y ) [ #+ E, y I K 0I  +和 y I Y | U( x , y ) \

#- E, x I L 0� 都是紧集(其中A和B同定理 311, # = sup
K I B

inf
x I X

m ax
y I K

U( x , y ) ) # 

如果下列条件之一成立

( � ) U( x , y )关于 x 具有( C1) ;

( � ) U( x , y )关于 y 具有( C2) ;

( � ) U( x , y )关于 x 是 Convex_like 并且关于 y 是几乎 Concave_like# 

则存在( �x , �y ) I X @ Y 使对一切 x I X 及一切 y I Y 有

353没有线性结构的极大极小定理与鞍点定理



U( �x , y ) [ U( �x , �y ) [ U( x , �y )

证明  记 �# = inf
L I A

sup
y I Y

m in
x I L

U( x , y )# 由引理 312 和引理 314, 当( � ) , ( � ) 和( � ) 之一成立时

�# \ ## 这意味着 y I Y | U( x , y ) \ �# - E, x I L 0

� ��
< y I Y | U( x , y ) \ # - E,

x I L 0 0# 由( Ò) 和( Ó) , y I Y | U( x , y ) \�# - E, x I Li 0 是紧集# 据定理311存在 �x I

X 及�y I Y 使 inf
x I X

U( x , �y ) \ sup
y I Y

U( �x , y ) # 所以对一切 x I X 及一切y I Y 都有

U( �x , y ) [ U( �x , �y ) [ U( x , �y )

定理 312与熟知的鞍点定理相比不仅去掉了线性结构而且弱化了紧性条件# 
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Minimax Theorem and Saddle Point Theorem

without Linear Structure

Zheng Xiyin

( Depar tm en t of Ma them at ics , Yunn an Un iver sity , Kun m ing 650091, P . R . Chin a )

Wen Zhonglin

( In st itu te of Edu cat iona l Scien ce , Sou th Chin a Nor m al Un iver sity ,

Guangzhou 510631, P . R . China )

Abstract

In the paper, a new kind of concavity of a function defined on a set without linear structure is

introduced anda generalization of Fan Ky inequality is given. Minimax theorem in a general topolog-

ical space is obtained. Moreover, a saddle point theorem on a topological space without any linear

structure is established.

Key words  minimax theorem, saddle point theorem, topological space
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