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摘要: � 使用边界元法研究了无限弹性体中矩形弹性夹杂对曲折裂纹的影响, 导出了新的复边界

积分方程�� 通过引入与界面位移密度和面力有关的未知复函数 H( t ) , 并使用分部积分技巧, 使得

夹杂和基体界面处的面力连续性条件自动满足, 而边界积分方程减少为 2个,且只具有1/ r 阶奇异

性�� 为了检验该边界元法的正确性和有效性, 对典型问题进行了数值计算�� 所得结果表明:裂纹

的应力强度因子随着夹杂弹性模量的增大而减小, 软夹杂有利于裂纹的扩展, 而刚性较大的夹杂

对裂纹有抑制作用��
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中图分类号: � O346. 1 � � � 文献标识码: � A

引 � � 言

边界元法可有效地解决裂纹与孔洞相互干扰的二维断裂力学问题[ 1~ 4]和三维裂纹分

析[ 5~ 8]�� 对于弹性夹杂和裂纹问题, 夹杂和基体界面的传统边界积分方程中具有未知函数多、

奇异性强等缺点,应研究更有效、简洁的边界元方法�� 本文在作者和 Chau[ 1~ 4]关于二维断裂

力学边界元法已有工作的基础上, 研究无限弹性体中矩形弹性夹杂和曲折裂纹问题的边界元

法,并对典型问题进行了数值计算, 所得结果表明:裂纹的应力强度因子随着夹杂弹性模量的

增大而减小,软夹杂有利于裂纹的扩展,而刚性较大的夹杂对裂纹有抑制作用��

1 � 基 本公 式

考虑图 1所示带有一个曲折裂纹 � 和一个矩形弹性夹杂 �1的二维无限弹性体 �0, 假定

基体 � 0和夹杂 �1在界面L 处理想粘接, 并以逆时针方向为正�� 基体和夹杂的剪切弹性模量

分别为 G0和 G1,泊松比分别为�0和�1�� 当无穷远处作用均匀应力 �ij ( � ) = ��ij 且无体积力

时,利用 Chau和作者
[ 3]
关于无夹杂裂纹问题的结果, 可得本问题的如下边界积分公式(证明另

文给出) :

�11+ �22 = 2[ �( z ) + �( z ) ] ,

�22- �11+ 2i�12 = 2[ �z ��( z ) + � ( z ) ]
� � ( z = x 1+ ix 2 � �0 � �1, i = - 1) , ( 1)
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2G( z )
�
�s ( u1+ iu2) = [ �( z ) � ( z ) - � ( z ) ] ei�

- [ z ��( z ) + � ( z ) ] e- i�

� � ( z � �0 � �1) , ( 2)

�n + i�ns = �( z ) + �( z ) + [ z ��( z ) + � ( z ) ] e- 2i� � � ( z � � 0 � � 1) , ( 3)

图 1 � 带有矩形夹杂和曲折裂纹的无限弹性体 � � � � � 图 2 � 曲线上的局部坐标系 ( n, s ) �

其中

�( z ) =
1
4
( ��11 + �

�
22) +

1
2�i�L+ � H ( t)dt

t - z
, ( 4)

� ( z ) =
1
2
( ��22 - �

�
11 + 2i��12) -

1
2�i�L+ � H ( t ) - Q( t )

t - z
e
- 2i�( t )

+
�tH ( t )

( t - z )
2 dt , ( 5)

H ( t) =
1
�0+ 1[ q ( t ) + 2G0w ( t) ] � � ( t = y 1+ iy 2 � �) ,

H ( t ) =
1
�1+ 1

-
1
�0+ 1 q ( t ) +

2G1

�1+ 1
-

2G0

�0+ 1
w ( t) � � ( t � L ) ,

( 6)

w ( t) = e- i�( t) �
�s ( t ) [ u1( t ) + iu2( t ) ] � � ( t � L ) ,

w ( t ) = e
- i�( t) �

�s ( t )
[ u1( t

+
) - u1( t

-
) ] +

� � � � i[ u2( t
+
) - u2( t

-
) ] � � � � � � ( t � �) ,

( 7)

q( t ) = �n( t ) + i�ns ( t ) � � ( t � L ) ,

q( t ) = [ �n( t
+
) - �n ( t

-
) ] + i[ �ns( t

+
) - �ns ( t

-
) ] � � ( t � �) ,

( 8)

Q( t) = q ( t ) � (对于 t � �) , 而 Q( t) = 0 � (对于 t � L ) , ( 9)

G ( z ) = G0, �( z ) = �0 � � (对于 z � �0 � � � L
-
) ,

G ( z ) = G1, �( z ) = �1 � � (对于 z � �1 � L
+
) ,

( 10)

�m = 3- 4�m � � � � � � (平面应变)

�m = (3- �m) / (1+ �m) � � (平面应力)
� ( m = 0, 1)�� ( 11)

uj 和 �ij ( i , j = 1, 2) 分别是直角坐标系 Ox 1x 2中的位移分量和应力分量�� ( n, s ) 为局部坐标

(见图 2)�� 上标� + � 和� - � 在 � 上分别表示裂纹的上表面和下表面,而在界面 L 上则表示夹

136 王 � � � 银 � � � 邦



杂的边界和基体的边界��

2 � 边界积分方程

让公式( 1) ~ ( 3)适合裂纹表面的应力边界条件和基体_夹杂界面 L 上的连续性条件:

� �

�n( t
-
) = �n( t

+
) � �n ( t ) , �ns( t- ) = �ns ( t+ ) � �ns ( t )

� � (对于 t � L ) ,

uj ( t
-
) = uj ( t

+
) � uj ( t ) � � (对于 t � L ( j = 1, 2) ) ;

( 12)

可得问题的边界积分方程为

� �

�L+ � H ( t)
t - t 0

-
H ( t)
�t - �t 0

e- 2i�( t )
+ e- 2i�( t

0
) H ( t) - Q( t )

�t - �t 0
+

� �
t - t0

(�t - �t 0)
2 H ( t) e- 2i�( t)

dt = �i[ f ( t0) - g ( t0) ]

� � ( t 0 = x 01+ ix 02 � �) ;

( �1+ 1) + ( �0+ 1)
G1

G0
H ( t 0) +

� � 1
�i�L+ � �1- �0

G1

G0

H ( t)
t - t 0

+ 1-
G1

G0

H ( t)
�t - �t 0

e
- 2i�( t )

-

� � 1 -
G 1

G 0
e- 2i�( t

0
) H ( t) - Q( t )

�t - �t 0
+

t - t0

(�t - �t 0)
2 H ( t) e

- 2i�( t )
dt =

� � 1 -
G 1

G 0
g ( t 0) -

1
2

( �1+ 1) - ( �0+ 1)
G1

G0
( ��11 + �

�
22)

� � ( t 0 � L ) ;

( 13)

其中

� � f ( t 0) = [ �n ( t
+
0 ) + �n ( t

-
0 ) ] + i[ �ns ( t

+
0 ) + �ns ( t

-
0 ) ] � � (对于 t0 � �) , ( 14)

� � g( t 0) = �
�
11 + �

�
22+ ( ��22 - �

�
11 - 2i��12 ) e

- 2i�( t
0
)�� ( 15)

边界积分方程( 13)中的未知函数 H ( t) 还必须满足下述位移单值性条件:

� � ��H ( t) dt = 1
�0+ 1�� q( t )dt ,�LH ( t)dt = 0�� ( 16)

在条件( 16)下求得边界积分方程( 13)的解 H ( t) 后, 裂纹应力强度因子可按下述公式计算[ 1] :

� � K � ( A) - iK �( A ) = - lim
t �A

2�| t - A | �iH ( t) , ( 17)

� � K � ( B ) - iK � ( B ) = lim
t �B

2�| t - B | �iH ( t) ; ( 18)

式中 A 和B 是裂纹 � 尖点的复坐标��

3 � 算 � � 例

使用作者和 Chau[ 1]建议的边界元离散技术和奇异积分的解析公式, 可将边界积分方程

( 13)和位移单值性条件( 16)化归为代数方程组�� 求得H ( t) 的数值解后,再由极限公式( 17) ~

( 18)即可确定应力强度因子��

为了说明本文的方法,对图 1中裂纹表面自由、无穷远处沿 x 2 方向作用均匀拉应力 �的

具体问题进行数值计算�� 取无量纲参数 b/ a = 0. 2, d/ a = 4, a1/ a = 3, b1/ a = 1. 5以及
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�0= �1= 2�� 计算时将曲折裂纹分为200个线性单元,夹杂 _基体界面被划分为520个线性单

元�� 当剪切弹性模量的比值 G1/ G 0 = 1时,图1所示的夹杂 _裂纹问题变为无限体中的曲折

裂纹问题,计算结果列于表1和表2,与文献[ 1, 9 ~ 11] 上用不同方法给出的结果符合得很好,

其中 F � = K � / ( � �a) 和 F� = K �/ ( � �a ) 分别为裂纹尖点A 和B 的无量纲应力强度

因子��
表 1� 曲折裂纹问题的无量纲应力强度因子 ( G1/ G0 = 1, �= - 45�且 h/ a = 2)

� F �( A ) F �( A ) F � ( B ) F � ( B )

Sih[ 9] 0. 752 2 0. 021 2 0. 451 3 - 0. 422 3

Kitagawa, et al [ 10] 0. 751 7 0. 021 2 0. 452 0 - 0. 421 4

Pan & Amadei[11] 0. 752 0 0. 021 3 0. 452 3 - 0. 423 3

Wang & Chau[ 1] 0. 750 1 0. 021 2 0. 452 0 - 0. 420 2

本文 0. 750 2 0. 021 2 0. 451 5 - 0. 420 5

� � 表 2� 曲折裂纹问题的无量纲应力强度因子随 �的变化 ( G1 / G0 = 1 且 h/ a = 2)

�/ (�)
K � ( B )/ ( � �a) K �( B) / ( � �a )

本文 Wang & Chau[ 1] Kitagawa, et al [ 10] 本文 Wang & Chau[ 1] Kitagawa, et al [10]

- 60 0. 265 9 0. 266 0 0. 265 7 - 0. 445 0 - 0. 445 3 - 0. 444 7

- 45 0. 451 5 0. 452 0 0. 452 0 - 0. 420 5 - 0. 420 2 - 0. 421 4

- 30 0. 617 1 0. 618 0 0. 618 5 - 0. 328 9 - 0. 327 9 - 0. 329 9

- 15 0. 731 9 0. 731 7 0. 733 5 - 0. 180 7 - 0. 180 6 - 0. 181 2

0 0. 772 9 0. 772 8 0. 774 6* 0. 0 0. 0 0. 0*

� � * 1. 2a 长度的单个直裂纹精确解

� 图 3 � h/ a = 0 时无量纲应力强度 � � � � � � � 图 4 � h/ a = 0 时无量纲应力强度

因子 F �( B ) 随 �的变化 因子F � ( B) 随 �的变化

� � 图3至图 6给出了几何参数 h/ a = 0和 h/ a = 2时裂尖B 的无量纲应力强度因子随角度

�和剪切弹性模量比值G 1/ G0的变化�� G1/ G 0= 10 000对应刚性夹杂的情形,应力强度因子较

小�� 矩形孔洞的情形对应 G1/ G0 = 0, 此时应力强度因子最大�� 计算结果表明: 软夹杂有利

于裂纹的扩展, 而刚性较大的夹杂对裂纹有抑制作用��
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� 图 5� h/ a = 2时无量纲应力强度 � � � � � � 图 6� h/ a = 2时无量纲应力强度

因子 F � ( B) 随 �的变化 因子 F �( B ) 随 �的变化

4 � 结 � � 论

本文研究了无限弹性体中矩形弹性夹杂和曲折裂纹相互干扰问题的边界元法, 导出的夹

杂_基体界面边界积分方程具有 1/ r 阶奇异性,并且只包含一个复的未知函数H ( t)�� 因此,数

值计算更简单��

算例结果表明: 裂纹的应力强度因子随着夹杂弹性模量的增大而减小,软夹杂有利于裂纹

的扩展,而刚性较大的夹杂对裂纹有抑制作用��
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Boundary Element Analysis of Interaction Between

an Elastic Rectangular Inclusion and a Crack

WANG Yin_bang

( College of En gin eer ing , Ocean Univ er sity of China ,

Qingdao 266071, P . R . China )

Abstract: The interaction between an elastic rectangular inclusion and a kinked crack in an infinite e-

lastic body was considered by using boundary element method. The new complex boundary integral e-

quations were derived. By introducing a complex unknown function H ( t ) related to the interface dis-

placement density and traction and applying integration by parts, the traction continuous condition was

satisfied automatically. Only one complex boundary integral equation was obtained on interface and in-

volves only singularity of order 1/ r . To verify the validity and effectiveness of the present boundary e-l

ement method, some typical examples were calculated. The obtainedresults show that the crack stress

intensity factors decrease as the shear modulus of inclusion increases. Thus, the crack propagation is

easier near a softer inclusion and the harder inclusion is helpful for crack arrest.

Key words: kinked crack; elastic rectangular inclusion; boundary element; stress intensity factor
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