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摘   要

本文尝试将损伤复合材料层板性能衰减研究扩展到含一般各向异性铺层的基体开裂层板# 

在第一部分中,采用分解刚度法处理法向与剪切响应的耦合问题, 对承受面内载荷的对称约束开

裂( Hm/ 90n ) s 层板,导出本构关系的近似解析解,将层板有效刚度表为裂纹密度的函数# 

关键词  复合材料层板  一般各向异性  损伤  本构关系  分解刚度

中图分类号   TB332

k 11 引   言

含损伤复合材料层板本构关系的建立是复合材料损伤力学中一项困难和基础性的任务# 

纤维增强复合材料层板的独特优越性在于它借助不同铺设方式产生力学性能的可设计性,而

恰恰由于这一特点, 导致层板的各向异性及其界面复杂性, 从而增加了层板力学性能分析的难

度,尤其是含损伤层板# 

基体开裂是层板工作过程中起始最早、最常发生的一类损伤,其宏观力学响应近年已被广

为关注和研究# 迄今为止,对于正交各向异性铺层的包含中心开裂层的对称层板,已建立了完

整的损伤层板本构关系# 一些研究结果在有效刚度中包含了约束层影响, 将其表为基体裂纹

密度的函数,具有明确的损伤变量和较高的量化程度[ 1] ~ [ 6] # 本文作者在文献[ 7]、[ 8] 中研究

了开裂层前后约束非对称的情形, 建立了本构关系, 但仍局限于正交各向异性铺层# R. J.

Nuismer和 S. C. Tan 曾在文献[ 1]中预言,他们提出的开裂层板本构关系建立方法可以推广

到一般各向异性约束层情况,但必将大大增加问题的复杂性( add considerable algebraic compl-i

cat ions) # 事实上, 当层板各层为正交各向异性时,其面内的法向与剪切响应分离, 可各自建立

本构关系; 当层板包含一般各向异性铺层时, 便不存在上述自然解耦条件, 法向与剪切响应相
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互耦合,这时问题的复杂性不仅在于数学分析的巨大工作量,而主要在于耦合问题的障碍# 本

文作者的尝试表明, 直接依照文献[ 1]的方法研究开裂层板本构关系是难以进行的, 且找不到

解耦的途径# 

为了突破耦合问题的障碍,本文提出了分解刚度阵的方法# 在约束层为一般各向异性时,

其刚度阵中含耦合刚度项# 本文的求解思想是将耦合项分离,刚度阵一分为二,分解为一个准

正交各向异性材料刚度阵和一个除耦合刚度外含许多零元素的刚度阵;将开裂层板本构关系

问题也相应一分为二,分解为一个准正交各向异性层板开裂问题与一个相对简化耦合问题# 

前一问题有解
[ 1]

,后一问题尽管仍非常复杂但其求解成为可能# 此时可参照文献[ 1]、[ 7]的

方法分别讨论其解答,最后叠加得到原开裂层板的本构关系解# 本文应用上述方法建立了含

一般各向异性铺层对称约束开裂( Hm / 90n ) s 层板的本构关系# 

k 21 问题的建立与分解

图 1 给出对称约束开裂 ( Hm / 90n) s 层板单元,取部分为分析模型如图 2,层板单元处于平

面应力状态,施加应力分量为�Rx、�Ry、�Sxy# (1) 层为开裂层, 裂纹张开沿 x 轴方向并具有均匀裂

纹间距 2l# 假定应变场沿 y 方向不变,出平面剪应力沿层厚线性变化 # 这一模型与文献[ 1]

分析模型的重要区别在于,文献[ 1] 限制( 2) 层约束层必须为正交各向异性,而此处(2) 层为任

意铺层,即允许

 图 1  对称约束开裂(Hm/ 90n ) s 层板            图 2  开裂层板分析模型

Q
( 2)
16 X 0,  Q
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26 X 0,  C

( 2)
45 X 0 (211)

它们为( 2)层面内折减刚度及出平面刚度中的耦合项# 由于耦合刚度的存在,层板面内的法向

响应与剪切响应将耦合在一起,按照文献[ 1] 的方法,直接求解损伤层板本构关系是极为困难

的# 

本文为使耦合问题可解,将原问题分化为不含耦合刚度与包含耦合刚度的 a、b 两部分# 
首先将约束层刚度进行分解# 把面内平均应力分开记作
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其中, a、b 部分的无损伤本构方程各为
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�u ( 2)、�T(2) 表示(2) 层平均位移,一撇表示对 x 的导数, �Ey 为y 方向平均均匀应变# 对于( 2)层的

出平面剪应力, 也分开记作
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其中各部分无损伤时出平面本构方程为
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各式中 Q
( 2)
ij 、C

(2)
ij 为(2) 层面内折减刚度或出平面刚度# 分解后耦合刚度仅在 b部分出现# 

相应地, ( 1)层开裂层刚度也须分解为 a、b 两部分
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其中两部分无损伤本构方程各为
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将两层间沿 x , y 方向的界面剪应力S
12
x z , S

12
yz 作为各层应力应变的中介变量和建立损伤层

板本构关系求解方程的基本未知量 # 考虑 a , b问题中各层分离体的平衡
[ 1]
,可以平衡方程的

形式表达界面剪应力与各层平均正应力、平均剪应力之间的关系 # 由 x , y 方向平衡有

S
12
x z = S

12
xz a+ S

12
x zb ,  S

12
yz = S

12
yz a+ S

12
yzb ( 2111)

其中
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开裂层板的平均位移边界条件为

当 x = 0,  �u ( 1) (0) = �u ( 2) (0) = 0,  �T(1) (0) = �T(2) (0) = 0 ( 2114)
层板平均应力边界条件也分解为两部分

当 x = l ,

�R
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h
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( 2115)

及

�R(1)x b ( l ) = 0,  �R( 2)x b ( l ) =
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�S
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h
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( 2116)

其中

�Rxa + �Rxb = �Rx ,  �Sxya + �Sxyb = �Sxy ( 2117)
经上述分解后, 原来的任意铺层对称约束开裂问题一分为二,变为一个准正交各向异性铺

层对称约束开裂问题( a问题)与一个包含耦合刚度对称约束开裂问题( b 问题)的叠加# 前一

个问题可以利用文献[ 1] 的分析方法和解答, 后一个问题仍为耦合问题,但因刚度阵中较多零

元素,较原问题有一定简化# 下面就 a、b 问题研究其本构关系的求解# 

k 31 a、b问题的求解

对于耦合问题( b 问题) ,应用层间剪应力沿层厚线性分布的假设以及几何方程、层间剪应

力剪应变关系, 可以导出界面剪应力与两层平均位移差之间的一组关系
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利用面内本构关系( 214) 、( 2110)及平衡方程( 2113) ,经微分运算推导,便得到仅含两个方向界

面剪应力的微分方程组
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其中
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将( 312)式与文献[ 1]给出的界面剪应力方程对比可发现, 当约束层为正交各向异性时, x、y
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两方向界面剪应力方程是分离的,相当于 S(12)x zb 和S12yzb 为零;而当约束层存在耦合刚度时, 两向

界面剪应力方程耦合,须联合求解 # 

由( 213)至( 311)等式,可获得方程( 312) 所对应的边界条件
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在此边界条件下解方程组( 312) ,得到界面剪应力

S12x zb = C1sh a1x + C 2sh a2 x

S12yz b = -
a

2
1+ f x

f y
C 1sha1 x -

a
2
2+ f x

f y
C 2sh a2 x2

(316)

其中

C 1 =
( a

2
2+ f x ) S

12
c

x zb ( l ) + f yS
12

c

yzb ( l )

a1( a
2
2 - a

2
1) cha1 l

C 2 =
( a

2
1+ f x ) S

12
c

x zb ( l ) + f yS
12

c

yzb ( l )

a2( a
2
1 - a

2
2) cha2 l

4 )

(317)

并有
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将上述解代入平衡方程( 2113)积分并利用应力边界条件可得到层内应力;再代入无损伤

本构关系( 214) 、( 2110)积分并利用位移边界条件导出
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在( 319)式的第 3、4 式中令
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�Ex = �u (2)
( l ) / l ,  �Mxy = �T( 2) ( l ) / l ( 3110)

可获得一组关于 b 问题的平均应力与平均应变的耦合方程,须联立求解方可导出 b 问题本构

关系中的 1、3式# 再由损伤层板单元 y 方向平衡条件

lh�Ryb = h
(1)Q

l

0
�R( 1)y b dx + h

(2)Q
l

0
�R( 2)y b dx ( 3111)

代入( 214)及( 2110) 式并利用前面导出结果可得到 b 问题本构关系第 2 式# 于是,通过求解耦

合微分方程与耦合代数方程, 得到 b 问题本构关系

�Rxb = �A 11b �Ex + �A 12b �Ey + �A 16�Mxy

�Ryb = �A 12b �Ex + �A 22b �Ey + �A 26�Mxy

�Sxyb = �A 16�Ex + �A 26�Ey + �A 66b�Mxy1

( 3112)

其具体形式在下节给出# 

对于 a问题,可视为一准正交各向异性铺层对称约束开裂问题# 应用文献[ 1] 结果可获得

其本构关系解答,形式为

�Rxa = �A 11a�Ex + �A 12a�Ey

�Rya = �A 12a�Ex + �A 22a�Ey

�Sxya = �A 66 a�Mxy

( 3113)

将 a、b 问题解叠加,便得到任意约束层对称约束开裂层板本构关系的解析表达式# 

k 41 损伤层板本构关系

下面给出基于图 1所示损伤层板模型建立的( Hm / 90n ) s 层板在 90b层开裂后的本构关系,

它的有效刚度是裂纹半间距 l 的函数# 

�Rx = �A 11�Ex + �A 12�Ey + �A 16�Mxy

�Ry = �A 12�Ex + �A 22�Ey + �A 26�Mxy

�Sxy = �A 16�Ex + �A 26�Ey + �A 66�Mxy)

(411)

其中
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11a+ h

( 2)
Q

(2)
11

d11a �h
,  �A 66 a =

h
( 1)
Q

(1)
66a + h

(2)
Q
( 2)
66

d 66a �h

�A 12a =
h
(1)
Q
( 1)
12a+ h

( 2)
Q

(2)
12

d12a �h
,

�A 22a =
h
(1)
Q
( 1)
22a+ h

( 2)
Q

(2)
22

�h - 1-
1
d 11a(� � )

Q
( 1)
12aQ

( 1)
12a

Q
( 1)
11aQ

( 1)
11a

#
h
( 1)

Q
(1)
11 a+ h

( 2)
Q

(2)
11

�h

(413)

�A 11b =
h
( 1)
Q

(1)
11b

d 11b �h
,  �A 66b =

h
(1)
Q
( 1)
66b

d66b �h

�A 12b =
h
( 1)
Q

(1)
12b

d 11b �h
,

262 华   玉   王  兴  国   郦  正  能



�A 22b =
h
( 1)
Q

(1)
22b

�h
- 1 -

1
d11b均应

Q
(1)
12b

Q
(1)
11b

#
h
(1)
Q
( 1)
12b

�h

�A 16 =
h
( 2)
Q

(2)
16

d 16�h
,

�A 26 =
h
( 2)
Q

(2)
26

�h - 1 -
1
d 16x� � �

Q
(1)
12b

Q
(1)
11b

#
h
(2)
Q
( 2)
16

�h

(414)
式中, d11a、d 11b等为开裂层板刚度衰减因子

d 11 a = 1+
h
( 1)

Q
(1)
11 a

h
(2)
Q
( 2)
11

#
tha01 l

a01 l

d 66 a = 1+
h
( 1)

Q
(1)
66 a

h
(2)
Q
( 2)
66

#
tha02 l

a02 l

d 12 a = 1- 1 -
1
d 11a�A #

Q
(1)
12 a

Q
(1)
11 a

#
( h

( 1)
Q

(1)
11a + h

(2)
Q
( 2)
11

( h
( 1)

Q
( 1)
12a+ h

( 2)
Q

(2)
12 )

l� � 数#
- 1

(415)

其中

a
2
01 =

3C( 1)
55aC

(2)
55

h
( 1)
C
( 2)
55 + h

( 2)
C
(1)
55a

h
(1)
Q
( 1)
11a + h

( 2)
Q
( 2)
11

h
( 1)
h
( 2)
Q

(1)
11aQ

(2)
1111

� � �

a
2
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44aC

(2)
44

h
( 1)
C
( 2)
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( 2)
C
(1)
44a

h
(1)
Q
( 1)
66a + h

( 2)
Q
( 2)
66

h
( 1)
h
( 2)
Q

(1)
66aQ

(2)
66

1

(416)

d 11 b =
A b

f C
(1)
55b

#
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( 1)
Q

(1)
11b( a

2
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2
2)

1
a
2
1
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1
a
2
2
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d 66 b =
A b

f C
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#
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2
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1
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-
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2
2
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�
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44b
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2
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a
2
1
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1

a
2
2
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! !6 6

(417)

其中

A b = 1+
2f C

(1)
44b

h
(2)
Q
( 2)
16 ( a

2
1 - a

2
2)

1

a
2
1
A16 1 -

th a1 l

a1 l
-

1

a
2
2
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$% 

-
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( 2)
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A11 b = h
( 2)
C
(1)
44b f y - h

(1)
C
(2)
45 ( a

2
2+ f x )

B11b = h
( 2)
C
( 1)
44b f y - h

( 1)
C
(2)
45 ( a

2
1+ f x)

A66 b = h
( 2)
C
(1)
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(1)
C
( 2)
45 ( a

2
1 + f x )

B66b = h
( 2)
C
( 1)
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C
(2)
45 ( a

2
2+ f x )

A16 = h
( 1)
C
(2)
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(2)
C
(1)
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2
2+ f x )
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(1)
C
( 2)
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C
(1)
55b( a

2
1 + f x )

(419)

可以验证, 当 l y ] ,
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Q
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22b
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h
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Q

(2)
16

�h
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h
( 2)

Q
( 2)
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�h
(

( 4110)

各有效刚度退化到无损伤层板的刚度系数# 

当 l y 0,

�A 11 y
h
( 2)
Q

(2)
11

�h
,  �A 66 y

h
( 2)

Q
( 2)
66

�h
,  �A 12 y

h
(2)
Q
( 2)
12

�h
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( 1)
Q

(1)
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(2)
Q
( 2)
22
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-
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( 1)

Q
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12a

�hQ
( 1)
11a

-
h
(1)
Q
( 1)
12bQ

(1)
12b

�hQ
(1)
11b

�A 16 y
h
( 2)
Q

(2)
16

�h
,  �A 26 y

h
( 2)

Q
( 2)
26

�h
1

( 4111)

开裂层( 1)沿 x 方向几乎完全失效,这时各有效刚度实际上表征开裂层板的极限刚度# 
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Property Degradation of Anisotropic Composite Laminates

with Matrix Cracking( Ñ) ) ) ) Constitutive Relation

Developing for ( ( Hm / 90n ) s Cracked

Laminates by Stiffness Partition

Hua Yu   Wang Xingguo

( Hebei Instit ut e of Techn ology , Tangshan , Hebei 063009, P . R . Chin a )

Li Zhengneng

( Beijin g Un iver sity of Aeronaut ics and Ast r onaut ics , Beijin g 100083, P . R . China )

Abstract

The study on property degradation of damaged composite laminates is extended to anisotropic

laminates with matrix cracking. In ( Ñ ) of the paper, an idea of / stiffness patition0 is proposed to

deal with the puzzle that the in_plane normal response is coupled with the shear response of the lam-i

nates. For ( Hm/ 90n ) s laminates containing transversely cracked layers under general in_plane load-

ing, the constitutive relations are derived and the effective stiffnesses are expressed as the function

of crack density.

Key words  composite laminate, anisotropy, damage, constitutive relation, stiffness partition
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