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摘   要

本文研究了计及横向剪切变形的直线型正交异性层合圆板在简谐载荷 q 0cosXt 作用下的非线

性受迫振动问题# 采用伽辽金方法得到强振频率与振幅关系的解析解# 最后,分析了横向剪切对

板振动的影响,并给出了板的非线性自由振动的非线性周期对线性周期的比值# 

  关键词  大幅度受迫振动  直线型正交异性  层合圆板  横向剪切

k 11 引   言

复合材料层合板壳是许多现代工程的重要结构元件, 对这类板壳非线性问题的分析已引

起了极大的研究兴趣[ 1~ 11] ,尤其在层合圆板的非线性研究方面已取得了一些成果[ 12~ 15] # 但

是,由于非线性数学的困难, 计及横向剪切影响的层合圆板的非线性振动问题还无人进行探

#讨 然而, 横向剪切对复合材料层合板的影响比对各向同性板的影响要大得多# 因此在本文

中,我们研究了一个更复杂更重要的问题,即计及横向剪切影响的对称直线型正交异性层合圆

板在简谐载荷下的大幅度受迫振动问题,应用伽辽金方法获得了解析解# 

k 21 基 本 方 程

考虑图 1 所示对称直线型正交异性层合圆板, 半径为 a, 厚度为 h, 受简谐力 q 0cosXt 作

#用这里, X是横向载荷的频率, q 0 是均布横向压力# 选取直角坐标系 xyz , 原点置于板的中

心, x 和y 轴分别平行于材料的对称轴# 

通过在计及横向剪切影响的对称直线型正交异性层合圆板的大挠度基本方程[ 13] 中增加

横向惯性项 m52
w / 5 t 2,我们得到如下的层合圆板的运动方程
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        ( a)                       ( b)

图 1  对称直线型正交异性层合圆板
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  考虑板的边界条件为夹紧固定情况:

  当 x
2
+ y

2
- a

2
= 0 时, u0 = v 0 = w = Wx = Wy = 0 (213)

为使最后的解更一般化, 引入以下无量纲参量:
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  于是,方程( 211)和边界条件( 213) 变成

L 1( U, V , W , 7 F, 7 G) = a11
52
U

5F2
+ a66

52
U

5G2
+ ( a 12+ a66)

52
V

5F5G

+ a11
52
W

5F2
+ a66

52
W

5G2
的位5W

5F+ ( a12 + a66)
52
W

5F5 G
5W
5G = 0

L 2( U, V , W , 7 F, 7 G) = ( a12+ a66)
52
U

5F5G+ a66
52 V
5F2

+ a22
52
V

5G2

+ a66
52
W

5F2
+ a22

52
W

5G2
j

� � �

5W
5G + ( a12 + a66)

52
W

5F5 G
5W
5F = 0

L 3( U, V , W , 7 F, 7 G) =
53 7F
5F3

+ ( d 12 + 2d 66)
53
7 F

5F5G2
+

53 7 G
5F25G

  +h

+ d 22
53 7G
5 G3

+
5 U
5F+

1
2

5 W
5 F

2

� �, �

a11
52
W

5F2
+ a12

52 W
5G2 01粘

+
5 V
5G +

1
2

5 W
5 G -

2 [� � )

a12
52
W

5F2
+ a22

52
W

5G2+� �- �+ 2a66
5 U
5 G +

5 V
5F(

+
5 W
5F

5W
5G

52
W

5 F5G+
52
W

5S2
- Q 0cos 8S= 0

L 4( U, V , W , 7 F, 7 G) = d 11
52 7 F
5F2 + d 66

52 7F
5G2

+ ( d 12 + d 66)
52 7 G
5F5G

- K
2
a55

5 W
5F+ 7 F= k = 0

107剪切变形对直线型正交异性层合圆板大幅度受迫振动的影响



L 5( U, V , W , 7 F, 7 G) = ( d 12 + d 66)
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  当   F2+ G2- 1 = 0 时, U = V = W = 7 F= 7G = 0 (216)

k 31 解 析 解

现在应用伽辽金方法对具有夹紧固定边界的对称直线型正交异性层合圆板的大幅度振动

问题进行单模态分析# 选取满足边界条件( 216)的位移和转角函数为如下的分离形式
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其中 U是无量纲时间S的函数, 其最大值为

Umax = W m (312)
这里, Wm 是板的无量纲最大挠度# 

应用伽辽金方法于方程( 215) ,我们得到如下的关于 U, V , W , 7 F和 7G 的条件
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  经过代入和积分,首先从方程( 313)的前两式和后两式中解出以 U表示的未知函数 bij ,

c ij , eij和 f ij ,然后再代入方程(313)的第三式,便得如下的关于时间函数 U的非线性常微分方

程
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d
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3
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其中
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  方程( 314) 可以写为如下形式

d
2 U
dS2

+ 82
0 U+ B2 U3

= Q cos 8S (316)
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方程( 316) 是著名的 Duffing 方程,它的前两项近似解为

U( S) = W mcos 8S+
B
2
W

3
m

32( 8
2
0 + 3B

2
W

2
m / 4 - Q / Wm )

cos 8S (318)

  于是,我们得到以无量纲振幅 Wm 表示的无量纲圆频率 8 的表达式
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  特别地,如果在方程( 316)中令 q 0= 0,便得这种板的非线性自由振动方程如下:

d
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  相应的初始条件为

当 S= 0时,  U= Wm ,  dU
dS
= 0 ( 3111)

  应用条件( 3111) ,非线性二阶常微分方程( 3110)的解可以表示成如下椭圆余弦 cn 的形式

U= Wmcn( pS, k ) ( 3112)
其中
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  由此给出非线性周期 T

T =
4K ( k )
p

( 3114)
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其中 K 为第一类完全椭圆积分# 

特别地,在 Wm y0 的情况下,有

K ( k) y P
2
,  p = 8 0 ( 3115)

  于是,由式( 3114) ,我们得到对应的线性周期如下
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  因此,非线性周期 T 与线性周期T 0 的比值为

T
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k 41 算   例

为简化计算,作为一个特例,我们考虑一个对称直线型正交异性层合石墨/ 环氧圆板,它的

图 2  强振频率与振幅的之间的关系

每一层具有相同的厚度和弹性常数# 复合材料

的弹性常数
[ 18]

和几何参数为

Ex
Ey
= 15,  G

Ey
= 01429,  Mxy = 014

G yz = Gz x = G s,  a
h
= 10

  在此板计算时, 对 U 和 V 的级数取 4 项,

对 7F和 7G 的级数取一项# 

图2 给出了这一板的层数 n = 3 和 Gs / Ey

= 01343 时在承受简谐力作用下大幅度受迫振

动的响应曲线# Q = 0 的曲线是大幅度自由振

动曲线,称为主干线# 主干线右边对应的无量

纲振幅 Wm 是负值,主干线左边对应的为正 #值

这意味着,对于特定的振幅,如果强振频率 X大

于自振频率 X0,则振动的板与驱动力是异相; 反

之,如果强振频率小于自振频率,则振动的板与驱动力是同相# 实线对应于稳态运动, 虚线对

应于不稳态运动# 

对于不同层数和 Gs/ Ey = 01343 的情况, 对称层合圆板自由振动的非线性周期 T 与线性

周期T 0 的比值和无量纲振幅的关系绘于图 3 中# 此图表明,板的非线性周期随着层数的增加

而增加,但影响轻微# 此图还表明, 非线性周期随着振幅的增加而减少,且呈硬化型的非线性

特性# 

对于层数 n= 3 时不同的 Gs/ Ey 值情况下的类似结果由图 4 给出# 由图看到, 非线性周

期随着横向剪切模量的增加而增加# 显然,横向剪切变形对层合圆板振动的影响是很重要 #的

图中的虚线表示不计横向剪切变形影响时的曲线# 
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图 3  不同层数下对称层合圆板的振动周期     图 4  横向剪切模量对自由振动周期的影响
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Shear Effects on Large Amplitude Forced Vibration

of Symmetrically Laminated Rectilinearly

Orthotropic Circular Plates

Xu Jiachu

( Depar t m en t of Air cr af t Engin eer ing , Nan jin g Univ er sit y of Aeron au tics an d Astr on autics ,

Nan jin g 210016, P . R . Chin a )

Liu Renhuai

( Instit ut e of Ma them at ics and Mechan ics , J inan Univ er sity , Guan gzhou 510632, P . R . China )

Abstract

In this paper, nonlinear forced vibration of symmetrically laminated rectilinearly orthotropic cir-

cular plates excited by a harmonic force q0cosXt including effects of transverse shear deformation is

discussed. The analytical solution for the relationship between forcing frequency and amplitude of v-i

bration is obtained by Galerkinc s method. Finally, the paper analyses the effect of the transverse

shear on the vibration of the plate and gives the ratio of nonlinear period to linear period for nonlin-

ear free vibrat ion of the plate.

Key words  large amplitude forced vibration, rectilinear orthotropy, laminated circular plate, trans-

verse shear
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