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摘   要

本文通过引入非线性频率,利用 Floquet 理论及解通过转迁集时的特性, 研究了不可通约两周

期激励作用下的 Duffing方程在一次近似下的各种分岔模式及其转迁集, 并指出其通向混沌可能

的途径# 

  关键词  非线性频率  Floquet 理论  分岔  混沌  多频激励 Duffing 系统

k 11 引   言

单频激励下的 Duffing 系统的研究已有许多工作
[ 1] , [ 2] , [ 3]

, 参外联合作用下 Duffing 系统

的概周期解分析,也有许多工作问世# 如陆启韶[ 4] , [ 5]等人研究了两项参数激励作用下的局部

分岔和 Hopf 分岔问题# Yagasaki
[ 6] , [ 7] , [ 8]

研究了参外激联合作用下的混沌, 陈予恕和王德

石[ 9]通过计算 Melnikov 函数研究了参外激联合作用下由概周期解通向混沌的道路# 多频激

励下的 Duff ing 系统,假如外激励频率不可公约, 具有更复杂的动力学特性, 此时不仅可以有

X1 m/ n, X2m / n 的响应频率, 还可能存在 ( m / n) ( X1 ? X2) 的响应频率
[ 10]

,在该系统中

必将产生概周期解
[ 11]

,概周期解进一步失稳, 则容易导致混沌
[ 12] # T. Kapitaniak

[ 13]
研究了多

频激励 Duff ing 振子的组合分岔, 并借用 F_P_K 方程[ 14] , [ 15]研究了附加噪声作用下的系统的

动力学特性# 本文研究如下两周期激励作用下的 Duff ing 振子# 

&x + 2LÛx + X20 x + kx
3
= Ef 1cosX1 t + Ef 2cosX2 t (111)

其中 X1 和 X2 不可公约# 通过引入非线性频率, 利用 Floquet 理论[ 16]及 A. Y. T . Leung 在研

究 Duff ing 方程参数平面上定常解分布时提出的思想[ 10] ,研究方程( 111)在一次近似下的各种

分岔模式及其转迁集,并指出其通向混沌的可能途径# 

k 21 多频激励下 Duffing 振子的分岔

考虑( 111) 的一次近似非共振定常解

x = C1cos( X1 t + H1) + C2cos( X2 t + H2) (211)
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其中 C 1, C2, H1, H2 为常数,将由下列方程组确定

( X20 - X21) C 1+
3
4
C

3
1+

3
2

kC1C
2
2 = Ef 1cosH1 (212a)

- 2LX1C 1 = Ef 1sinH1 ( 212b)

( X
2
0 - X

2
2) C 2+

3
4
kC

3
2+

3
2

kC
2
1C 2 = Ef 2cosH2 ( 212c)

- 2LX2C 2 = Ef 2sinH2 ( 212d)
设其扰动解为 y ,从而有( 111) 的扰动方程

&y + 2LÛy + X
2
0+ 3kx

2
( t )

� � 在 该 系

y + 3kx ( t ) y
2
+ ky

3
= 0 (213)

研究一次近似解的分岔情况,由于在分岔转迁集上, 扰动解 y n x , 因此, 可以忽略( 213)中非

线性项的影响, 仅考虑( 213)中线性部分,有

&y + 2LÛy + y K20+ K1cos2 51 + K2cos2 52+ K3cos( 51 + 522 )

+ K4cos( 5 1- 5 2) = 0 (214)

其中

K
2
0 = X

2
0 + 3k( C 1+ C2) / 2,  K1 = 3kC

2
1/ 2 ( 215a, b)

K2 = 3kC
2
2/ 2,  K3 = K4 = 3kC 1C3 ( 215c, d)

51 = X1 t + H1,  5 2 = X2 t + H2 ( 216a, b)

其中 K0 为非线性频率,根据Nayfeh[ 17]的结论,当 K0 接近 mX1+ nX2( m , n= 0, 1, 2, ,) 时,此

时解失去稳定性,会产生分岔现象# A. Y. T . Leung [ 10]进一步指出, 此时系统的解将包括 mX1

+ nX2 频率成分,且在转迁集上,该频率成分的幅值为零,一旦穿过此转迁集,则该频率成分的

幅值增加很快, 此时,非线性项将抑制该幅值的迅速增长, 以达到新的稳定# 现分别进行研究

# 

211  周期解失稳,产生跳跃和滞后现象

根据 Mathieu 理论(参见 Nayfeh & M ook
[ 17]

) ,从( 214)知,当非线性频率接近 Xim/ n ( Xi

为外激励频率) 时,会导致概周期解失稳# 由于在一次近似(211)中, 概周期解由两部分周期解

组成,在此称其为周期分量,其周期分别为 2P/ X1, 2P/ X2,这样, 当 K20= X21+ ER或 X22+ ER时,

概周期解失稳, 产生新的概周期解# 此时,摄动解可分别设为

y 1 = e
Et cos( X1 t + H1) b 1, y 2 = e

Etcos( X2 t + H2) b2 ( 217a, b)

将( 217a) 及( 217b) 分别代入( 214)中有

( K20 - X21) e
Etcos( X1 t + H1) b1- 2LX1 e

Et sin( X1 t + H1) b 1+ e
Etcos( X1 t

+ H1) b1 K1cos2( X1 t + H1) + K2cos2( X2 t + H2) + K3cos( X1 t + X2 t

+ H1 + H2) + K4cos( X1 t - X2 t + H1- H2) �= 0 ( 218a)
( K20 - X22) e

Etcos( X2 t + H2) b2- 2LX2 e
Et sin( X2 t + H2) b 2+ e

Etcos( X2 t

+ H2) b2 K1cos2( X1 t + H1) + K2cos2( X2 t + H2) + K3cos( X1 t + X2 t3

+ H1 + H2) + K4cos( X1 t - X2 t + H1- H2) = 0 ( 218b)

为使( 218a)、( 218b)中 b1 和 b 2 有解,故必须有

( K20 - X21)
2
+ (2LX1)

2
- K21/ 2 = 0 ( 219a)

( K20 - X22)
2
+ (2LX2)

2
- K22/ 2 = 0 ( 219b)

上式即为 K0 分别接近于 X1 和 X2 时不稳定区域的边界# 
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图 1~ 4 给出了当 L= 0105, X1= 01414, X2= 01732, X0= 010, k 分别等于 1, 3 时( f 1, f 2 )

平面上分别对于 X1, X2 的不稳定区域边界# 比较不难发现, 随着系统非线性的增强, 不稳定

区域变小,且对较小的外激频率,其不稳定区域是连通的,而对于较大的外激频率,不稳定区域

由两部分组成# 

图 1 k= 1 图 2  k= 3

图 3 k= 1 图 4  k= 3

212  对称破缺分岔

同样,由Mathieu 理论, 当 K0 接近于2 X1 或 2X2 时产生不稳定区域,此时对单频外激励而

言产生对称破缺[ 18] # 此处所说的对称破缺的含义为系统的概周期解由两个对称周期解分量

组成,当 K0 接近于 2X1 或 2X2 时,其中相应的对称周期解分量失稳,产生偶次谐波项,导致对

称破缺# 此处不妨以 2X1 作为例子(2X2 的情形相同)# 设

K20 = 4X21+ ER ( 2110)

令

y = y 0 + Ey 1+ , ( 2111)
由广义牛顿迭代法, 可得

y 0 = A 0cos(2X1 t + Q) ( 2112)

y 1 =
1
2

A 0K1
1

12 X21
cos(4X1 t + 2H1+ Q) -

1

4X21
cos(2H1- Q)
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+
1
2
A 0K2

1

(2X2+ 2X1)
2
- 4X21

cos(2X2 t + 2H2 + 2X1 t + Q)统非

+
1

(2X2- 2X1)
2
- 4X21

cos( 2X2 t + 2H2 - 2X1 t - Q)

+
1
2 A 0K3

1

(3X1+ X2)
2
- 4X21

cos( 3X1 t + X2 t + H1+ H2 + Q, )其

+
1

( X2- X1)
2
- 4X21

cos( X2 t + H1 + H2 - X1 t - Q)

+
1

( X2+ X1)
2
- 4X

2
1
cos( X2 t + H2 - X1 t - H1- Q)

+
1

( X2- 3X1)
2
- 4X21

cos( X2 t + H2- 3X1 t - H1- Q)2 ( 2113)

设 y
0
1= y 0+ Ey 1,代入( 214)并消去永年项有

ER-
K
2
1

4
1

6X21
+
K
2
2

4

1

(2X1+ 2X2)
2
- 4X

2
1
+

1

(2X1 - 2X2)
2
- 4X

2
1

  (+
K23
4

1

(3X1 + X2)
2
- 4X21

+
1

( X2- X1)
2
- 4X21

+
1

( X2+ X1)
2
- 4X21

+
1

( X2 - 3X1)
2
- 4X21迁集

2

+ ( 4LX1)
2

=
K21
4

1

4X
2
1据 M

2

( 2114)

将( 2110) 代入上式, 则有对 X1 的二阶( K0 在 2X1 附近)对称破缺分岔转迁集为

K20 - 4X21 -
K21
4

1

6X21
+
K22
4

1

(2X1 + 2X2)
2
- 4 X

2
1
+

1

( 2X1- 2X2)
2
- 4X

2
1

+
K23
4

1

(3X1 + X2)
2
- 4X21

+
1

( X2- X1)
2
- 4X21t

+
1

( X2+ X1)
2
- 4X21

+
1

( X2 - 3X1)
2
- 4X21+ 1 + (4LX1)

2

=
K21
4

1

4X
2
1 �

2

( 2115)

同理,对 X2 的二阶( K0 在 2X2 附近)对称破缺分岔转迁集为

K20 - 4X22 -
K
2
2

4
1

6X22
+
K
2
2

4

1

(2X1 + 2X2)
2
- 4 X

2
2
+

1

( 2X2- 2X1)
2
- 4X

2
2

" " 2

+
K23
4

1

(3X2 + X1)
2
- 4X22

+
1

( X2- X1)
2
- 4X22

+
1

( X2- X1)
2
- 4X22

+
1

( X1 - 3X2)
2
- 4X22

+ (4LX2)
2

=
K22
4

1
4X22-

2

( 2116)

图 5~ 8 中给出了 L= 0105, X0= 010, X1= 01414, X2= 01732, k= 1, 3 时概周期解中 2P/

X1 周期分量和 2P/ X2 周期分量产生二阶对称破缺分岔时时( f 1, f 2) 参数平面上的转迁集,从

图中可以看出, 随着 k 的增加,对称破缺转迁集逐渐接近 f 1, f 2 轴# 
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当概周期解穿越该转迁集时, 其中 X1 或 X2 分量失稳,产生对称破缺, 随着 f 1 或 f 2 的增

加,系统概周期解中相应的 2P/ X1 或 2P/ X2 周期分量会产生 X1/ 2 或 X2/ 2 频率成分的倍化

分岔解,从而导致混沌解# 

图 5 k= 1 图 6  k= 3

图 7 k= 1 图 8  k= 3

图 9 k= 1 图 10  k= 3

213  组合倍化分岔
同样, 当 K20 接近于( X1+ X2)

2
/ 4 或( X1- X2)

2
/ 4 时, 系统(111) 会产生组合倍化分岔,分
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别设扰动解形如

y 1 = e
Et
b3cos

X1 + X2
2

t + U3� ( 2117)

y 2 = e
Et
b4cos

X2 - X1
1

t + U4� � " ( 2118)

图 11  k= 1 图 12  k= 3

代入扰动方程, 根据有解条件,可得其转迁集

K20 -
X1+ X2

2
2

� �4 或

2

� � �X

2

+ ( X1+ X2)
2 L2 -

K3
2

t� � H
2

= 0 ( 2119)

K20 -
X2- X1

2

2

co

2

+ ( X2- X1)
2 L2 -

K4
2

2

= 0 ( 2120)

T 1 = 2P/ X1, T 2 = 2P/ X2

T 3 =
2P

X1 + X2
, T 4 =

2P
X2- X1

图 13 混沌途径

图 9~ 12中给出了对( X1+ X2) / 2, L= 0105,
X1= 01414, X2= 01732, k= 1, 3 时( f 1, f 2)参数平

面上倍化分岔域, 同时也给出了对( X2- X1) / 2,

X0= 010, X1= 01414, X2= 01732, k = 1, 3 时( f 1,

f 2)参数平面上倍化分岔域, 比较发现, 随着 k 的

增加,倍化分岔域变小,且接近于原点# 

一般地, 当 K20= ( m X1 ? nX2) /3 2 2
+ ER时,

会产生 ( mX1 ? nX2) / 2 频率成分,如,当

x = E C m, ncos( mX1 t + nX2 t

+ Hm, n )   ( m , n 为整数) (2121)
其扰动方程设为

&y + 2LÛy + K20+ E Km, ncos mX1 t

+ nX2 t + Hm, n y = 0 (2122)
产生( mX1+ nX2) / 2 分岔的转迁集可表示为

K20 -
mX1 + nX2

2
岔转

- 2 2

+ ( mX1

+ nX2)
2 L2 -

Km, n

2

� � �  

2

= 0 (2123)
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k 31 结   论

本文通过引入非线性频率,利用 Floquet 理论及 A. Y. T . Leung 在研究 Duffing 方程参数

平面上定常解分布时提出的思想, 研究了多频激励 Duff ing 方程一次近似解的各种分岔模式

及其转迁集# 在多频激励系统中, 由于有 n 个周期外激励的作用, 会产生单频分岔、组合分

岔,其通向混沌的道路,总结如下: (参见图 13)

1) 概周期解中某一频率成分不断产生倍化分岔,导致混沌# 

2) 概周期解中某一组合频率成分不断产生倍化分岔,导致混沌# 

3) 以上两种倍化分岔过程或交替出现,或同时出现, 导致混沌# 
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Bifurcation in a Nonlinear Duffing System with

Multi_Frequency External Periodic Forces

Bi Qinsheng  Chen Yushu  Wu Zhiqiang

( Depa r tm ent of Mechanics , T ian jin Un iver sity , T ian jin 300072, P . R . China )

Abstract

By introducing nonlinear frequency, using Floquet theory and referring to the characteristics of

the solution when it passes through the transition boundaries, all kinds of bifurcation modes and their

transition boundaries of Duffing equation with two periodic excitations as well as the possible ways to

chaos are studied in this paper.

Key words  nonlinear frequency, Floquet theory, bifurcation, chaos, Duffing system with mult-i

frequency external periodic forces
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