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摘   要

OGY 方法是混沌控制最重要的方法# 通过选取系统参数的小变化, 使双曲不动点变/稳定0# 

本文改进了 OGY 方法中的参数选取方法, 并且完成了对 OGY 方法的严格证明# 

  关键词  动力系统  混沌  混沌控制  OGY 方法

k 11 引   言

混沌控制是近年比较热门的一个课题# 1990 年, E. Ott , C. Grebog i和 J. A. Yorke[ 1]提出

了混沌控制的概念和实现混沌控制的方法(即 OGY方法) # 已有的大量结果表明 OGY方法

是行之有效的# 在此之后,又提出了许多混沌控制的方法, 其中不少方法都是在 OGY 方法上

发展起来的[ 3] [ 4] [ 5] [ 6] [ 7] # 因此 OGY 方法成为混沌控制的一个重要基础# 完成对 OGY方法

的证明,对于建立混沌控制数学理论有重要意义# 本文通过改进参数选取方法,证明了 OGY

方法是可行的# 

OGY 方法主要是处理二维平面上的迭代 X n+ 1= Fp ( X n ) ,其中 p 为系统的可调参数,当

p = 0时,系统有一个双曲不动点 N= 0, 它有稳定流形与不稳定流形# OGY 方法的目的是使 N

= 0变/稳定0,其控制方法是在每一步 n, 选取适当的系统参数 p n, 通过迭代 X n+ 1= F ( p n ,

X n ) ,使在 N= 0附近的点 X= X 0迭代出的点列{ X n }趋向于 N= 0, 即使得 N= 0变/稳定0# 实

现上述过程的关键在于 p n 的取法,在 OGY方法中通过调节 p n ,试图使 X n+ 1= F ( p n , X n )落

在 N= 0的稳定流形切线上,由此导出 p n 的近似公式 p n= Ku ( Ku- 1)
- 1

( X n #f u ) / ( g #f u) ,其

中 Ku 是N= 0的不稳定特征根, f u 为其稳定流形的垂直方向, #为点积, g = 5N( p ) /5 p | p= 0, N

( p )是在参数 p 时系统的双曲不动点坐标, g 即是 N( p )的切向量# 由于用上述公式迭代的

X n+ 1= F ( p n , X n )中每个 X n+ 1只是落在稳定流形切线附近, 而非严格落在稳定流形切线上,

从而有可能如[ 1]中所说离开 N= 0# 事实上可以通过改变 p n 的取法, 使得迭代 X n + 1= F

( p n, X n )存在一个/不变区域0# 只要初值 X 0 落在此/不变区域0中,就可以保证每个 X n 落在

其中,且当 n y ] 时, X n 以a
n
(0< a< 1)速率趋向于 N= 0,这样不仅给出了 p n 的优化选取,而
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且完成了对 OGY 方法的数学证明# 

k 21 主要 结果

本文处理平面映射

X n+ 1 = Fp ( X n ) (211)
X = ( x , y ) , p 为系统的可调参数,先对( 211)作如下假设

H11Fp ( X ) I C
2# 设 p = 0时系统的双曲不动点 N= 0,它的稳定流形切方向与不稳定流

形切方向分别为 x 轴和 y 轴,事实上,这可以通过一个坐标变换实现# Ks 与 Ku 分别为其稳定

特征值和不稳定特征值# 

H21 设 N( p ) = ( x ( p ) , y ( p ) )为参数为 p ( | p | < P
*
)时系统相应的双曲不动点, N( p ) I

C
2
,记5N( p ) /5 p | p = 0= ( a, b)

T
,52N( p ) / 5p 2

| p = 0= ( c, d )
T # 

H31 不失一般性,设 b> 0, a \0, Ku> 1# 

在上述假设下, 可以得到本文的主要结果为:

定理 1  vK > 0, Pk> K , v N= 0的一个邻域 U, PX 0 I U, 选取由

bp n = y n+ 2y n/ ( kKu ) (212)
给出的 p n,由 X n+ 1= F ( p n , X n )得到的{ X n }收敛到 N= 0,且每个 X n I U# 

为简洁起见,先证明以下几个引理:

引理 1  PD1> 0, vP
*
> 0, 使得 Pp 满足| p | < P

*
,成立

N( 0) =
ap + bp

2
+ �ep 2

bp + cp
2
+ �f pf 2

� � (u

, 其中 �e, �f 与 p 有关, 且 | �e | < D1, | �f | < D1

证明  略# 
引理 2  PD2, D3> 0, vN , M I R , vE> 0,使得在 N(0)= 0的边长 E方形邻域内,

x 1= Ksx 0+ A( x 2
0+ y

2
0) , y 1= Kuy 0+ B( x 2

0+ y
2
0)   ( N / 2< A, B< M / 2)

特别地,当| x 0/ y 0| > D2 时, (1- D3) Ks< | x 1/ x 0| < (1+ D3) Ks ,
当| y 0/ x 0| > D2 时, (1- D3) Ku< | y 1/ y 0| < ( 1+ D3) Ku

且  vP
*
1 < P

*
,当| p | < P

*
1 时, 在 N( p )的边长 E/ 2的方形邻域内,

(1- D3/ 2) | Ks[ x 0- x ( p ) ] | + N r
2
< | x 1- x ( p ) | < ( 1+ D3/ 2) | Ks[ x 0- x ( p ) ] | +

Mr
2
,

(1- D3/ 2) | Ku[ y 0 - y ( p ) ] |+ N r
2
< | y 1- y ( p ) | < (1 + D3/ 2) | Ku [ y 0- y ( p ) ] | +

Mr
2
, 其中  r

2= { [ x 0- x ( p ) ]
2+ [ y 0- y ( p ) ]

2
}

特别地,当| ( x 0- x ( p ) ) / ( y 0- y ( p ) ) | > D2 时,

( 1- D3) Ks< | ( x 1- x ( p ) ) / ( x 0- x ( p ) ) | < (1+ D3) Ks,

当 | ( y 0 - y ( p ) ) / ( x 0- x ( p ) ) | > D2 时,

(1 - D3) Ku < | ( y 0- y ( p ) ) / ( x 0- y ( p ) ) | < ( 1+ D3) Ku

其中  ( x 1, y 1) = X 1= Fp ( X 0)

证明  略# 

取 lp = bp / ( kKuD2)  其中 k> 1, D2> 0待定# 

作曲线  # +
:

x = x ( p )+ l p / 2

y= y ( p )
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# -
:

x = x ( p )- l p / 2

y= y ( p )

记 #
+
, #

-
,以及水平曲线 y= y ( p 0)围成的区域为 U( p 0) ,见图 1# 

图 1

引理 3  对 PD1, D2, D3> 0,由引理 1, 引理 2

决定了 E和 P
*
1 , 则 P G> 0, k > 1, v0< P

*
2 <

P
*
1 ,使在 U ( P

*
2 )中, 满足 lp < E/ 2,且 P0< p 1,

p 2< P
*
2 有

( a- G) | p 1- p 2| < | x ( p 1)- x ( p 2) |

   < ( a+ G) | p 1- p 2|

( b- G) | p 1- p 2| < | y ( p 1) - y ( p 2) |

   < ( b+ G) | p 1- p 2|

证明  略# 

引理 4  P0< D1, D3< 1, k> 3, G> 0, 0< D2

< ( b- G) / 5( a+ G) ,  则 v0< P
*
3 < P

*
2 , 使得

U(P
*
3 ) 中的每个点 X n= ( x n , y n ) 满足 | ( y n

- y ( p n) ) / ( x n- x ( p n ) ) | > D2, 从而 (1- D3)

Ku<

| ( y n- y ( p n ) ) / ( x n- y ( p n ) ) | < ( 1+ D3) Ku, 且 115y n/ kKu< | ( y n- y ( p n ) | < 215yn / kKu ,特

别地, y n+ 1> 0,其中 p n 为(212)决定的# 

证明  见图2取水平线段 N( p ) E= l p , EF 为竖直线, N( p ) F 斜率为- D2# 记 EF 长度为

hp # 

当 p < P
*
2 时,由引理 3知, lp < E/ 2# 且易知 hp / bp = 1/ kKu

下证: vP
*
3 < P

*
2 , PX n I U( P

*
3 ) , y n 位于N( p ) F 之下,同理位于 N( p )c之下# 见图 3# 

即满足| ( y n- y ( p n ) ) / ( x n- x ( p n) ) | > D2# 

先在 U( P
*
2 )中考虑# 由(212)式, bp n= yn+ 2y n/ ( kKu)决定 p n ,考虑 y n 与y ( p n)关系# 

y ( p n )= bp n+ ( d + �f ) p
2
n

y ( p n )- y n= 2y n / kKu+ ( d + �f ) [ (1+ 2/ kKu ) y n ]
2
/ b

2

_可取到 P
*
3 < P

*
2 ,使 115y n/ kKu< | ( y n- y ( p n ) ) | < 215y n/ kKu # 

y n+ 1> y ( p n) - | ( y n+ 1- y ( p n ) ) | > y ( p n) - | ( y n- y ( p n ) ) | (1+ D3) Ku

> y ( p n) - [ 115yn / kKu ] (1+ D3) Ku

^ k> 3, _ y n+ 1> y ( p n)- 015y n(1- D3)> yn- 015yn (1+ D3)> 0# 

又 yF - yn = [ yF- y ( p n) ] + [ y ( p n )- y n]

> - hp + 115y n / kKu

> - byn / kKu+ 115y n/ kKu

= - (1+ 2/ kKu) y n/ kKu+ 115yn / kKu> 0# 

同理 yF
c- y n> 0# 

留下来还要证明| x n | < | xF | ,即| x n- x ( p n ) | < l pn

| x n- x ( p n) | < | x n- x ( �P) | + | x (�p )- x ( p n ) |  其中 �p 满足 y (�p )= y n
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而  | x (�p )- x ( p n) | < ( a+ G) | �p - p n| < ( a+ G) | y n- y ( p n ) | / ( b- G)

< 215y n( a+ G) / ( b- G) kKu

由 X n I U( P
*
3 )及 l p 关于 p 的单调性知

| x n- x ( �p ) | < lp / 2< l pn/ 2

_  | x n- x ( p n) | < lp n/ 2+ 215y n( a+ G) / ( b- G) kKu

< lp n/ 2+ [ ( a + G) / ( b- G) ] ( lpn / 2) ( 2 @ 215D2y n/ bp n )

图 2 图 3

由 y n/ bp n< 1知

| x n- x ( p n) | < lpn / 2+ 5D2[ ( a+ G) / ( b- G) ] ( l pn/ 2)

由引理关于 D2 的条件知

| x n- x ( p n) | < lpn / 2+ lpn / 2= lpn

_  | x n| < | x F | ,同理  | x n| < | x Fc|

_  X n 位于线段N( p ) F 之下,位于线段 N( p ) Fc之下# 故满足| yn- y ( p n ) ) / ( x n-

x ( p n ) ) | > D2,从而由引理 3知

(1- D3) Ku< | ( y n- y ( p n) ) / ( x n- y ( p n ) ) | < (1+ D3) Ku# Q1E1D
取定 D1< 1, D3< min{ (1/ | Ks | - 1) / 2, ( Ku - 1) / ( Ku+ 1) } , 即| Ks | (1+ 2D3) < 1, Ku (1-

D3)> (1+ D3)# 取定 G满足[ ( b+ G) / ( b- G) ] ( 1+ G)< 1/ [ | Ks | (1+ 2D3) ]则 vK > 0, k< K

时, (1+ 215/ kKu) / [ 1+ 115/ kKu- 215(1+ D3) / k ] < 1+ G# 对上述任意的 k ,取定 D2< | Ks| /

20,且满足:

{ [ 1 + 5D2( a+ G) / ( b- G) ] | Ks | (1+ D3)+ 5KuD2( 1+ D3) ( a+ G) / ( b- G) }

< | Ks | (1+ 2D3)# ( n )

引理 5  PD1, D2, D3, k , G满足上述 ( n )取法, 则 vP
*
4 < P

*
3 , 使得 U( P

*
4 )中的任一点

X n ,由( 212)迭代后的 X n+ 1 I U( P
*
4 )# 

证明  设 �p 满足y ( �p )= y n , p
U
满足 y ( p

U
) = y n+ 1# 显然 p n> �p > p

U
# 只要证明| xn+ 1- x

( p
U
)| < l pU / 2即可# 首先由引理 4知: 115y n / kKu< | ( y n- y ( p n ) ) | < 215y n / kKu # 且| ( y n- y

( p n) ) / ( x n- x ( p n ) ) | > D2, 从而( 1- D3) Ku< | ( y n- y ( p n ) ) / ( yn- y ( p n ) ) | < (1+ D3 ) Ku # 
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下面分两种情况讨论:

1)  | ( x n- x ( p n) ] / [ y n- y ( p n ) ] | > D2时,由引理 2知
| x ( p n)- x n+ 1| < | x n- x ( p n) | (1+ D3) | Ks |

而由引理 4的证明过程知:

| x n- x ( p n) | < lpn / 2+ 5D2[ ( a+ G) / ( b- G) ] ( l pn/ 2)
故 | x ( p n)- x n+ 1| < ( lpn / 2) { 1+ 5D2[ ( a + G) / ( b- G) ] } (1+ D3) | Ks |
另一方面,

| x ( p n)- x ( p
U
) | < ( a+ G) | p n- p

U
|

< [ ( a+ G) / ( b- G) ] | y ( p n)- y n+ 1|

< [ ( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) Ku | y n- y ( p n ) |

< [ ( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) Ku215 bp n / kKu
< [ ( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) Ku5D2( lpn / 2)

故| x n+ 1- x ( p
U
) | < | x ( p n )- x ( p

U
| + | x ( p n )- x n+ 1|

< ( l pn/ 2) { [ 1+ 5D2( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) | Ks|
+ [ ( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) Ku5D2}

由条件容易验证

{ [ 1 + 5D2( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) | Ks| + [ ( a+ G) / ( b- G) ] ( 1+ D3) Ku5KuD2}
< | Ks | (1+ 2D3)

| x n+ 1- x ( p
U
) | < ( lpn / 2) | Ks | (1+ 2D3)

而 lpn= ( l pn/ l pU) l pU= [ ( l pn- 0) / ( l pU- 0) ] l pU< [ ( b+ G) y ( p n ) / ( b- G) y n+ 1] l pU

其中 yn+ 1> y ( p n)- Ku (1+ D3) | ( y n- y ( p n) ) |

> 115y n/ kKu- Ku (1+ D3) 215yn / kKu

  y ( p n )< (1+ 215/ kKu ) yn

_ lpn< [ ( b+ G) / ( b- G) ] [ (1+ 215/ kKu ) yn / {115yn / [ kKu- Ku (1+ D3)215yn / kKu ] } ] l pU

由关于 k 的条件知

[ (1+ 215/ kKu ) yn / {115yn / [ kKu- Ku (1+ D3)215yn / kKu ] } ] < 1+ G

_ lpn< [ ( b+ G) / ( b- G) ] ( 1+ G) l pU< [ 1/ | Ks | (1+ 2D3) ] l pU

因此

| x n+ 1- x ( p
U
) | < ( lpn / 2) | Ks | (1+ 2D3)< l pU / 2

故  X n+ 1 I U(P
*
4 )

2)  | [ x n- x ( p n) ] / [ y n- y ( p n ) ] | [ D2时,

用(1- D3/ 2) | Ks[ x n- x ( p n ) ] | + N { [ x n- x ( p n ) ]
2+ [ y n- y ( p n ) ]

2
} < | x n+ 1- x

( p n) | < ( 1+ D3/ 2) | Ks [ x n- x ( p n) ] | + M { [ x n- x ( p n ) ]
2+ [ y n- y ( p n ) ]

2
}来估计# 

| x ( p n)- x n+ 1| < (1+ D3/ 2) | Ks[ x n- x ( p n ) ] | + M { [ x n- x ( p n) ]
2+ [ yn- y ( p n ) ]

2
}

< (1+ D3/ 2) | Ks[ x n- x ( p n ) ] | + M { D2[ yn- y ( p n ) ]
2+ [ y n- y ( p n) ]

2
}

< (1+ D3/ 2) | Ks[ x n- x ( p n ) ] | + M ( D2+ 1) [ yn- y ( p n ) ]
2

< (1+ D3/ 2) | KsD2[ y n- y ( p n) ] | + M ( D2+ 1) [ y n- y ( p n) ]
2

< (1+ D3/ 2) | [ yn- y ( p n ) ] | { KsD2+ M ( D2+ 1) [ y n- y ( p n ) ] }

< (1+ D3/ 2) (215y n/ kKu ) { ( KsD2+ M ( D2+ 1) (215y n/ kKu ) }

< (1+ D3/ 2) (215y n/ kKu ) { KsD2+ M ( D2+ 1) (215y n/ kKu ) }

< (1+ D3/ 2) ( lpn / 2) (5D2) { KsD2+ M ( D2+ 1) (215y n / kKu) }
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  vP
*
4 < P

*
3 ,当 X n= ( x n, y n) I U( P

*
4 )时,成立

y n< kKu / [ 215M ( D2+ 1) ]即 M ( D2+ 1)< (215y n/ kKu )时

| x ( p n)- x n+ 1| < (1+ D3/ 2) ( lpn / 2) (5D2) { KsD2+ 1}

< (1+ D3/ 2) ( lpn / 2) (5D2) 2

< (1+ D3/ 2) ( lpm / 2)10D2

< ( Ks/ 2) (1+ D3/ 2) ( lpn / 2)

故同 1)

| x ( p n)- x n+ 1| < ( lpn / 2) ( 1+ D3) | Ks| {1+ 5D2[ ( a+ G) / ( b- G) ] }

由 1)知

| x ( p n)- x ( p
U
) | < [ ( a+ G) / ( b- G) ] (1+ D3) Ku5KuD2( l pn/ 2)

| x n+ 1- x ( p
U
) | < | x ( p n)- x ( p

U
) | + | x ( p n )- x n+ 1| < l pU / 2

故 X n+ 1 I U(P
*
4 )# Q. E. D

引理 6  在上述条件( n ) 下, vP
*
5 < P

*
4 , PX 0 I U ( P

*
5 ) , 由 ( 212) 式迭代出的点列

{ X n } , X n y0# 

证明  ^ y ( p n )- y n= 2y n / kKu+ ( d + �f ) [ (1+ 2/ kKu ) y n ]
2

_ vP
*
5 < P

*
4 , PX n= ( x n , y n ) I U( P

*
5 )

( 2- D3/ 2) y n/ kKu< | y ( p n )- y n| < (2+ D3/ 2) yn / kKu

则 y n+ 1< y ( p n )- Ku (1- D3) | y ( p n) - y n |

< y ( p n )- Ku (1- D3) (2- D3/ 2) y n/ kKu

由条件( n ) ^ Ku (1- D3) > (1+ D3)

_  y n+ 1< y ( p n )- (1+ D3) (2- D3/ 2) y n / kKu

< [ 1+ (2+ D3/ 2) / kKu ] y n- (1+ D3) (2- D3/ 2) y n / kKu

< {1+ [ 2+ D3/ 2- ( 1+ D3) (2- D3/ 2) ] / kKu } yn

< {1+ [ 2+ D3/ 2- ( 1+ D3) (2- D3/ 2) ] / kKu } yn

< {1+ [ 2+ D3/ 2- ( 2+ 115D3- D23/ 2) ] / kKu } yn

< {1+ [ - D3+ D23/ 2] / kKu} y n< [ 1- ( D3/ 2) / kKu ] y n

_  y n 单调整趋向于 0,显然 x n 趋向于 0, X n 趋向于 0# Q. E. D

定理的证明

只要取定理中的 U= U( P
*
5 ) ,综合上述 6个引理即可完成本定理的证明# Q. E. D

注释  当条件H3# 不满足时,只要 b X 0,也可同样讨论# 即在满足条件H1,H2# 时成立

如下定理# 

定理 1c  当 b X0时, vK > 0, Pk> K , vN= 0的一个邻域 U, PX 0 I U,选取由 bp n=

y n+ 2y n / ( kKu )

给出的 p n,由 X n+ 1= F ( p n , X n )得到的{ X n }收敛到 N= 0,且每个 X n I U# 

k 31 例   子

一般而言, 定理所要求的条件是容易满足的# 以下就 Lauw erier 吸引子[ 2]为例讨论# 取

映射
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x n+ 1 = x n( 1- 2yn ) / 2 + y n

y n+ 1 = 4y n (1 - yn )K

取 X n+ 1= Fp ( X n)为

x n+ 1 = x n( 1- 2yn ) / 2 + y n

y n+ 1 = 4(1 - p ) yn (1 - y n)

p = 0时,不动点(3/ 5, 3/ 4) , Ku= - 2, Ks= 1/ 2

它的稳定流形切方向与不稳定流形切方向分别为 x 轴和 y 轴# 

p X 0时,不动点 N( p )= ( x ( p ) , y ( p ) ) , 解出 y ( p )= (3- 4p ) / ( 4- 4p )

b= 5y ( p ) / 5p | p= 0= - 1/ 4 X0

且显然 N( p ) I C
2
, Fp ( X ) I C

2# 

故可由此方法控制# 

关于高维映射的情况,将另行报导# 
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Abstract

OGY method is the most important method of controlling chaos. I t stabilizes a hyperbolic periodic

orbit by making small perturbations for a system parameter. This paper improves the method of

choosing parameter, and gives a mathematics proof of it.
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7OGY 方法的改进及证明


