
应用数学和力学
,

第�� 卷 第 �� 期 �� �� �年�� 月�

� � � ��� � � � �� � � � ��� �  ! � � � � � � � �� �
应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

含间断项的非线性� � ���
��减型

积分方程正解的唯一存在性

董 卫
�

�丁协平推荐
�

� �� �年 �月� 日收到
,

�� ��年 �月� 日收到修改稿 �

摘 要

本文利用含间断项增算子不动点定理讨论了一类非线性 � �� �� � � � 型积分方程正解存在唯一

性
�

在解存在性准则中取消了函数连续性限制
,

在较弱条件下得到了正解存在唯一性定理
�

关铃词 正规锥 增算子 积分方程正解

一
、

引 言

众所周知
,

非线性 � � �七� � � � 型积分方程

。
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·
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��

在非线性扩散和渗透 问题中有着广泛的应用
〔‘, ““�

� � � � �� �教授利用连续增算子不动点定理

讨论了 ��
�

�� 这一类积分方程正解的唯一存在性
�

本文利用含间断项增算子不动点定理 进 一

步研讨方程 ��
�

��
,

改进 了参考文献 〔�
,

�」中的结论
�

木文假定
�
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本文假定
�

�� �� 夕
,

〔�
,

� �� �”〔�
,

� �� �非减函数
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,

�
�
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,

刀�。 �
,

� �� �》
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�

巨� �� �在
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,

刀〕上 � � � � � � � � 可

积
�
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以上条件包含了文献〔�」中的特殊情况
�

� � � � 。

”
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’ 一
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” �“�〕“

’
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�

��

其中� � �是物理冬数
,

�

力� �是常数
‘

显然州劝 二�是方程 ��
�

价 的平凡解
,

用上感兴趣的问题
�

我们将证明以下结论
�

定理 � 若条件�� �� � �� � �满足
,

��
�

�� 的唯一连续解
�

定理 � 若条件 �� �� 、 �� ��满足
,

而非平凡正解 �非负解� 的唯汤存在性是物理学应

则存在常数� �。� �簇 �� 及连续函数 叮劝〔�
。

是方程

则存在连续函数
。
�� 〔�

�
是方程 ��

�

�� 唯一连续解
�

二
、

定理的证明

首先
,

让我们介绍一下文献〔�」和〔�」中有关锥的定义和性质
�

定义�
�

� 设� 是 � � � � � � 空间
,

尸〔� 是一非空凸闭集
,

若

�� � � 〔尸 几李 。今几大〔尸

�� � �〔尸 一二〔� 今 � � �
,

其 中�是� 中零元素
�

则称尸是� 中一个锥
�

从� 中锥尸
,

我们可 以在� 中导 出序关系
� 二成 , ,

若 , 一二〔�
�

定义�
�

� 称刀中锥尸为正规 锥
,

若存在常数� � � ,

使得当��
二
成 ,

,

有 ���� 成� ��川
,

其

中��
·

�为� 中范数
,

� 为正规常数
�

若 � � � ,

则 锥尸称为单调锥
�

注 � 正规锥和单调锥是等价的
,

见文献 ���
�

本文我们用单调锥定义正规锥
�

由假设�� � �
�

令 � � 〔。
,

刀�
�

那么� �� �是 � � � � � �空间
�

其 「�
“

汀�
‘

二 � � � �了�
,

� 了任� 〔��

叫 尸二 �二 �� 汇� 」�� � � �是� 仁月中正规锥
,

所犷�� 也可称为单调锥
�

定义算子�
�

� 。 �� �一��
“�� 一 , 。�

·
�
·
, , �一 。簇� 《“ ��

�

��

引理 �
�

� 假设 �� �� 和 �� ��满足
,

则算子� 为增算子
�

注� 算子� 称为增算子
,

若二 ,
,

� �〔�
,

翔� � � ,

则 T x
,

《T 二
: ,

其中半序
“

《
”

由刀中锥P 导出
.

证明 V u ;(x )
, “2

(
x
) 〔C 仁J 〕

,

T
u :

叱幻 一 T 材 ,
(
x 、一

。1
(
义
)《

“:
(
x
)

k (
二 一: 、 E夕(

。:
(
s
) )
一g (

u ,
(
: 、、〕d s (2

,

2

)

由条件(H l)
,

由条件(H Z)
,

引理2
.
2

所以

g (
。:
)
一 g (

。1
) )

O

k (
戈
) >

。。,
x 〔〔o

,

刀〕故

T “: ( x 、一 T o l (
x
) > o

T :‘1 ( x ) 《T
。:

(
x
)

假定 (H Z)和 (H 3)满足
,

则存在常数6> O
, u 。

(劝〔K
。

其中
:

兀。
= 成x (t)〔C 〔0

,
占] I

X
(0)一0 o x (t)> 0

,

t 〔(0
,

6 〕}

(2
.
3)

(2
.
4 )
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使得
。。

(
x
) (

T
u 。

(
二
)

,
o 《义

( 肖 (2
.
5 )

证明 由条件(H Z)知
,

存在一常数肖
1
> 0

, 。< 乃
,
< 刀

,

使币

由条件(H 3)
,

‘

行
,

k (
x

) 》
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g
(
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s
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s
<
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存在一常数d
:,

0
< d

Z
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,

使得

g (
。
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,
占
2
〕
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d
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}

(
2

.

6
)

(
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7
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令

定义
:
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{

[“
。

(
1 一 a l)

x 〕i/(1一 a
:
)

,

h
(
劣
)

,

(
2

.

8
)

其中
,

h 扭)〔[0
,

(
。。

(
1 一 a ,

) 占/ 2 )
i/(1 一a

l
)〕连续

,

显然
。。

(
义
)〔K

。.

不失一般性我们可令占
,
很小

,

使得

〔。
。

(
1 一 a ,

) d / 2 ]
i / ( 1 一a ,

)
(

d
:

《 l

那么

大〔[o
,

6 /
2 〕

义〔[占/ 2
,
占〕
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.
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、

x
)
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。 “ Lx 一 “) g L“

。
、s))a “声 ,

。 “。u 舀
一

‘
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, 占〕 (2
.
9)

由 (2
.
5)和 (2

.
9 )知

T u 。
(

x

) >
。。

(

。。
(
l 一 a l)

s、a:/ (i一a
:
) d
s
=
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(
x
)

,

_

乙
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二
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(
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(
x
)

,

由 (2
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.
11)

,

所以
。。

(
戈
)《T

:‘。
(
x
)

.

引理2
.
3 假定条件(H Z)和 (H 3 )成立

,

刀。

(
x

) 《T
v 。

(
x
)

,
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义
(

]
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( 肖 (2

.
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、
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(
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,

(

e 。

(
1 一 a ,

) 占/2 )
i/(1一

a ,
) 〕连续

,

理2
.
2同理得证

.

%〔[o
, ‘
万/ 2 ]

义任C占/ 2
,

肖〕

x〔仁占
,

1 〕

a l〔(H 3)
,

乃同引理2
.
2 . 显然此 引理可由引

引理 2
.
4 假定

, ,

>
o

,

f (

x
) 在〔

e ,

d ] 日(d
,

d +

, 〕上L e b e s g u e可积
,

,
d

那么
:
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丙 一

)
o +

I f (

二
+ h)

一 f (
x 、}d x ~ o (2

.
14 )

证明 V 。
> o

,

存在g (x )〔C 〔
e ,
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v

]

,
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2
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)
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·
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,、(/ 、一 , ( X) .、X +
l
:

}。(
X + “) 一 。‘X , , d /

< 2· +
l
:

}。(
X + ”) 一 。(

二) !d
X

( 2
.
1 6
)

因为 叭x) 〔C 〔
。 ,

d +

, 〕
,

那么存在a
,

o
<

a
<

, ,

使得

}g (x + h)一 g (
x
) }<

。
/ ( d 一

二
)

,

o
<

h <
。

所以

(:

!。(X + ”, 一 。(X , , d x <
·

(
2
.
1 7 )

由 (2
.
16 )和 (2

.
17)

,

则

}
:

}, (/ + “, 一“X , , d / < :“·

所以 1im l
)

{, 、/ + “
{ 一了(/ , , d / 一 O

我们将证 明定理1
.

令 b~ m in (刀
, ‘
豹

,

乃由引理 2
,

2 导出
.

D ~ {劝‘矶 0
,

闰 }势(x ))
、。 了刘

,

}劝(x) }《l}
,

那么D 是c 〔。
,

b ] 中一有界闭集
.
因为

。 。

( x)

〔C 仁O
,

b j

, “
(劝 ( 占

:
( l

,

所以D 是非空有界闭集
.

由 (H l、
,

所以丫劝(劝 〔D

T , (X ) 一
i:

“(
X
一)。(, (

·
) ; 、

·
、。(, (

/ ·
) )

l
:

“(
·
) 、

·

劝(x
劳
) = m

a x 劝(x )
,

劝(x
餐
) (

1

(
2
.
1 8

)

其中

由 (2
.
6 )和引理2

.
4 ,

0 (
二 ( b

所以

T 劝成 l
,

l i m

丙一> o 十

I k (

s
+ h

)
一 k (

s
) ld

s = O (2
.
1 9 )

那么
:

}T , (、+ “卜T , ( X) ,一

{l:

‘ ”
“(X + “一)。(, (

·
) ) d一l:

“‘
戈

一)。(, ‘
·
) ) d

·
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( ( :
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!“(
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·
+

}
)

} “(
、
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x
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·

)
(
2
.
2 0

)

所以h o o
,

T 劝(% + h) 一 T 叻(x) ”0
.

那么T (D )是〔0
,

句 上一致有界
、

等度连续的函数族
.
所以T

,
D ”D 是紧算子

.

综上所述
,

对B an aeh 空间C 〔o
,

b ]

,

P 是C 〔o
,

b 〕中正规锥
,

D ~ { 劝〔C 〔0
,
b 〕势) 。。

1冲{j

成1卜非空有界闭集
,

T
:

D o D 是紧的增算子
,

并且 笼x〔D }x ( T 对 非空有界
,

则一定存在一

不动点
。
(
x
) (见〔5〕)

.
显然

u
(x )》

u。
(
二
)

, :‘
(
x
) 〔K

。 .

现在我们将证明有唯一解
.

假设
: 。1

(
x
)

,
u :

(
x

)
〔K

。 ,

且T
u‘

(
二
) =

u ‘
(

二
)

,

‘~ 1 ,
2

,
⋯

,

不失一般性我们假定
:

。‘
(
x
) 成1

,

(
f

=
1

,
2

)

定义
, ( x ) ~ m f

n {
u ,

(
x )

, 。:

(
x
) } 〔C 〔o

,

吞逐
0‘贫‘如
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X二0户

l
‘L,

=卜冈冈刀刀

所以

1/。 (戈)
,

x 〔(o
,

b l

。 (
x
) (

。‘
(
二
) ( 刀(x)。 (二) = l

,

(
￡一 l

,

2
)

令

“1“, 一T 一‘x ,》。 (
‘, 一

命
·

”‘“, 。 (X , >

命
一‘X ,

t 。
==

s u p {
才l
“ ,

(
戈
) >

t “:
(
x
) }

显然。< 才。
< + co

.

若才。
<

l
,

由引理 2
.
2和 “1

扭)> t
。。:

(
x
)

,

我们得到
:

, :
, 二

丈 “, L x ) = 、
。 “L 大一“

) g 又“ ,
(
“
) ) d

s
异l

。“(x 一“
) g (t

ou “
(
“
) ) d

s

由 (H 4 )和州 0) = 0, 我们很容易证出

夕(t
。。:

(
x
) ) >

t
。
g
(

。:
(
x
) )

所以

u ,
(
%

) = 7
’
u :

(

x

) >

t

。
T
。:

(
x
) ~

t
。u :

(
x
)

现在我们令
:

(2
.
21)

(2
.
22)

了 , 火
= O

”(
x , 一飞l:

“(
:
一)。(‘

。。2
(
·
) ) 、

·
/ ‘

。。2
(
x
)
一 ‘,

x 〔(。
,
“〕

其中
:
) 。为一常数

.

所以由归
.
21) 和 (2

.
22)知

:

ul
(x) = T

u l
(x )> (z + , ) r

。u Z

(义)
,

(
l + 口) t

。

>
r
o

故此与t
。

的定义相矛盾
,

所以t
。

>
1

,

即
u:
(x) >

。:
( x)

.
同理我们可证

“ :
(妙 )

u ,
(劝
.
所以

u l
(x)

= u
:
(戈)

.

定理 2 证明

令
: D l= {劝(x )〔C {O

, 一」j劝扭)>
v 。

(
x
)

,

}J功11簇一}
,

(

。。
(
x
) 由引理2

.
3得出)

.
与定理 z证

明相似
,

我们可得定理 2
.

三
、

应 用

在文献 仁1 〕中渗透方程
:

。
(
x
) 一
l:
二 ‘
一

,
(
1 + (

x

一)‘
n A ) (

。
(
·
) )

1 / , 、·

其中
: A > 1为物理参数

,

P >
l 为常数

.

显然以
。
) 一

。‘/ 夕
为非减 凸函数

,

并且州 。) = 。,

而且存在 1/P <
a l< 1使得

:

刀 (“)
、

1 l l fl

一
少

》

1

斗 ““i
. .一尹 O

k
(
x
)
=

。A ‘

(
一+ 二

I
n A )为连续函数

,

k (
o

) 二

我们可得出唯一非平凡正解 (非负解)
.

所以条件‘H l)、 (工王4) 都 成立
.
由本文结论

,
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