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弹塑性有限变形力学的反逆渐近解法
’
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��� � 年 �月� � 日收到
,

�� � �年�月�� 日收到修改稿 �

摘 要

最近几十年中
,

近代力学的非线性有限变形理论在概念与方法上有许多重要的进展�【��
,

〔� �
,

【��等�
�

本文旨在说明自然拖带系描迷法与�� ��
� � 一陈分解定理如何结合反逆渐近解法于有效解答

弹塑性有限变形力学问题应用至工程设计目的
�

文中举半平面冲压大变形为典型数值解例
�

关趁词 有限变形 弹塑性力学 计算方法 反逆渐近法

一
、

引 言

采用计算机方 法于解答工程问题
,

其准确性首先依赖所用理论的可靠性
�

虽然有限元法

在工程应用中已取得很大成功
,

然而由于可变形体力学经典理论的局限性
,

当位 移 大 的 时

候
,

计算结果出现了不能允许的误差
�

在本文 中
,

我们将引入有限变形的数学准确理论的概

念 与方法
,

并应用于解答弹塑性力学问题
�

在本文中的理论表述是基本的
,

使之易为工程师

接受
�

二
、

理论
,

实验
,

和计算机模拟

力学理论的基本假设总是基于事实与实验归纳建立的
�

但数学理论并不在所有情况真实

表达所有事实
,

假设是常有的
�

在这方面
,

各

种 线性和非线性连续体力学理论常赋以应用上

的限制
�

首先
,

我们比较在现有文献中各种应

变定义的可行性
�

这里给 出一个数例
,

便于直
�

观 比较 �见图 ��
�

设有一 自然单元物质
,
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应用差分算法
,

结果示于表 �
�
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续表

�
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二
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变 鹰全
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色 平均整旋角
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� 一� 分解的线性化公式
,

当形变与转动大时引起大的误差

在表 �中可见由极分解定理定义的有限应变
。 , 。‘是非唯一的

�

我们可以证明

� � �

存在只 当变换为各向同性扩张和转动的情况
�

应变与平均转动角根据 � �� � �� 和陈分解定理

所定义者是唯一的
,

它合理地描述形变的几何图象
,

可以很好地用于有限变形的工程问题分

析
�

依据新理论可以建立一个称为�非线性尺规方法� �� � �� ��  
!∀ # !∃#  %  七h o d)

,

这

是所谓剩余法中的反逆渐近解法借助计算机实现
.
计算方案安排如下

:

( l) 先给出以数学参数形式的位移试函数 (根据实验数据
,

满足几何条件等)
.

( 2 ) 计算机模拟
,

寻找最优位形
.

( 3 ) 理论实证与修正
。

由平衡条件校核其剩余值
.

( 4 ) 回归至 (l)
,

直到结果满足允许的条件
.

三
、

自然拖带单元
,

非线性尺规

今选择二重参考系
:

( 1 ) 空间固定系{X
‘,

X

Z ,

X

3

}

.

(
2

) 嵌含在 变形体中的自然拖带系你
‘,

扩
, 二“

}

.

危带系

图 2
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假设一个物体B0 在时间 t
。

变换至B 在时间 才
.
令 {妙} 系在初始时刻和 {X ‘

} 同胚
,

即当

t~ 才
。

时
,

丫二X ‘ ,

丫称为L ag ran g e坐标或拖带坐标
.
一点尸(r )移至尸

‘

( R)

,
u

( r) 为位移
,

R =
r

+
u

.

(
3

.

1
)

在一个自然单元D 内一点尸的邻域 (图约

ar
dr ~ 豆矛d x’ = 今dx’

,

d
“右= 承

’

岛d丫d州 = 承州丫d州 (3
.
2 )

d so 为dr 的长度
.
在本文中采用了张量记法

.

设存在一个变换
:
尸(X

‘
) 、P, (叉‘夕

叉‘
= 了{(二

‘ ,
x Z , 二3 ;公)

午是刀中的dr 变为刀
‘

中的 dR
,

(
3

.

3
)

d R -

口R
二万

~
二, d 火

口X
下

~
g

‘
d 火

‘,

d
s Z

= g
‘

·

g

,
d x 苦

d 火
夕一夕

‘,
d 火

‘
d
火J

(
3
.
4
)

吞
‘与g

‘

为变形前后在变形体中一点的基标矢量
。

同时d R矢量可以在 当地固定参考系分解
,

J R = 于‘( 戈后了I
,

J
s Z一 g

‘,
( 叉)a灭又夕灭丁

上式中自(叉)指形变状态在一点叉的基标矢量
.

( 3
.
5 )

ds
Z
一条,

(二器豁dx
、妙

(3
.6 )

由方程式 (3
.
4)与 (3

.
6 )

,

我们有

g , 。
= 自

‘,
( 叉)

如果{X
‘
}系是卡氏坐标系

,

a
X

‘ 日X 了

a 戈, 口戈q

g , 。的计算可以简化
,

因

(3
.7 )

彦‘, ( 叉 )~ 岁
‘,

( X ) = 占
‘, ,

X

‘
= 妙 十少

aX
‘ a X

‘

外“
= 豆妙

一

万洒
、

。, 。 一
(

。; +

韵(
。: +

器)

(3.8)
(3.9)
(3.10)

由方程式 (3
.
10)

,

如位移函数已知
,

有限单元的尺规可求出
,

于是应用 S 一R 分解定理
,

所

有的几何信息
:
应变S 二

,

平均整旋角e
,

转轴方位参数L 今容易直接准确求得
.

四
、

非线性尺规方法的计算编程 (平面形变)

求解问题的计算程序列 出如下 (平面形变)
:

( 1 ) 采用自然拖带元方法设立物体在形变状态的位移试函数
.
函数的优化选择可以根

据在某一基准载荷下的实验或真实情况确定
.
一般而言

,

为计算简单化
,

常取固定空间标架

为卡氏标架
.
位移函数包含几个适当的参数

:

。‘
=

u ‘
(
x , ,

x
Z ,

C

, ,

C

: ,

⋯
,

C

, ,

⋯
,

C

,

) (
‘~ l ,

2
) (

4

.

1
)

一般而言
,

C
‘

为时间的函数
,
妙为拖带坐标

二
介 ) 在设立

“‘

由数时
,

有关的几何对称
、

反对称
,

和位移限制在某些定点与定平面的

条件应在数学式 中表现出来
.

乏
3 应用计算机模拟

, 调整参数使得形 变状态最佳接近真实状态
.
数值和计算机技巧
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应充分考虑
. _

( 4 ) 计算u在 自然拖带系的导数
[a。‘( 二

‘, 二么 ,

价
,

户
:,

⋯
,

亡
‘,

⋯
,

户
。

) /
。二j〕

“指选取的优化值
.

( 5 ) 计算场尺规 函数 (尺规张量的分量)
[g ‘, (

二‘,
x Z , ,

价
:,
价
2, ⋯ ,

价
‘⋯

,

价
。

) 〕

( 6 ) 计算有限应变分量和平均整旋角
,

在二维情况
,

转轴垂直于平面
.

(4
.
2 )

(4
.
3)

其物理分量为

‘,
币瓮
=
器
+(‘
一

”)
,

‘卜
念

二

器
+(卜一。)

“ 一

抓揣
二

器
十

揣霖器)
·‘。。一

合(洲打器
一、
韶斋)

(4.4)

如应变场之值不合理
,

返至 (3 )或(1)
.

计算应变强度k
,

k 定义为

kZ一 , 。, ;
,

, , 一‘。一告
。。‘:

(4
.5 )

、

1
1

2

叮‘8
.

了
t
f

9
) 计算塑性状态参数刀

.

应力偏量
了
和应变偏量 , 定义为 (均为 物理分量 )

:

:
, 一。 , 一告

乙。二 :
,

: , 一“, 一

专
己, “:

(4
.
6)

又定义
:和V增量的强度

:

(d的
“
= d 畔d川

,

( de )

“
一 d ? }d 川

引用增量弹塑性定律
〔‘’,

我们有

:
{= 2拌( l一刀)夕季 (刀< 1) (4

.
8)

“是弹性常数
,

刀是塑性状态参数
,

(

’

)
指对时

间的变化率
,

(
V

) 指在实时位形的真实应力增

率
.
根据方程式 (4

.
7 )与 (4

.
5)

,

我们得到

(4
.
7)

口二

子{

2。(卜。卜骼
,

月一

命(斋)
一 ‘

一一尹

/

一
’’’

///////////////////

理理理想塑性流动动

(
4
.
9
)

”
儿子

利用以上关系
,

由(d创d e) 的实验数值 (单轴

拉伸或压缩试验) 可以求出刀值
.
刀
一
k关系示于图3

.

( l山 应用下列公式计算自然拖带单元的应力增量
,

田 3

、J ;一 2拼(卜刀)卜
·, +

(
厄百

尚
)一专)ds“d , } ( 4

.
10 )

上式中B 系材料体积 变化的模量
.
对于岩石材料

,
B 可能独立于弹性模量

.

(川 藉助于数值方法
,

调整在边界上不能满足应力条件的自然单元的尺规
.

(12) 在接触区的外负荷应用反逆法求出
. ’

(
13

)
回到 (1)

,

继续加载 (形变)
.

平衡方程的剩余值被用来评估通过计算机模拟所得渐近的准确度
.
在通常的 P E M 平
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衡方程是通过变分原理弱满足的
.

五
、

刚性冲压的弹塑性大变形问题

为了阐明本文在工程问题中的应用
,

我们举半平 面上刚性冲压非线性大变形接触力学为

典型例
.
这里是一个数值计算例

,

不涉及特殊材料 (金属
、

岩石或塑料)
.

首先一步是建立形变场的模型
:
给出以自然拖带坐标 (大

,

川 为变量的水平和垂直位移函

数
u , ” :

U ~ d
,
(

x , 刀)
·

夕
·

x

·

[

e
x p

(
一 C

,二2 一 C
Z刀)一

e x p (一 C
;a Z
)〕

。
+ l

。,

(
x

, 。)一
1
_ ,

( { x } (
a
)

( }% } >
a
)

( 5
.
1 )

犷二 f 谨ex p 一C
3x Z+ C

‘刀) 「x一舀
:
(x

, 刀)
e x p ( 一C

。刀)」

+ 占:(x
,

e x p
(
一 C

。, 一C
:aZ
)}

卜
、

胡

dZ‘x
, “, 一

{

十 1 ( l
u
!(
a )

戈{
u
}>
a
)

(5
.
2 )

以上二式满足几何边界条件以及对称和反对称条件
.
在方程式中

,

f

,
g 为系数

.
C :, C

: ,

C

3 ,
C

‘ ,

C

。
将按计算机模拟调整的参数

. a
是冲压块宽度的半长

.
C ‘各量可为时间变量

.

C ‘
值的选取有无穷多种可能

.
第一种合理的选择是按M oi re 图象

【心J
(云纹法实验) 用计

算机仿真取得的一组数据
:

f /g二 0
.
5/0
.
1 ,

C
,二0

.
5 ,

C
:

=
1

.

5
,

C
3

==
o

,
C

4

二 0
.
8 ,

C
。

=
1

.

5

计算结果示于图4
.
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1 0

.
0 5

;
2 0

.
1 0

;
3 0

.
1 5

; 4 0
.

5 0
;

5 0
.

6 6

所有其他项目的计算均可按具体公式求出
.

由已得结果可导出一些和实验相合的有趣结论
:

( l ) 塑性区是先由压块角点进入
,

假若压块是刚性水平
,

计算结果指明在初始阶段
,

中点并不附着 (见图5)
.
如压块是可 变形的

,

则在很大变形阶段
,

方程式 (5
.
1)

,

(
5

,

2
) 应

修正使表现双向接触变形
,

反映实际接触情况
.
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,

厂厂

、

入
」

尹,

缪邵好
/

即 6 图 6

( 2 ) 在正中截面下方出现一个各向同性点
,

a 二~ (T 彭
,

( 见图 6 中
,

‘

光测弹性力学等差

线的各向同性点)
.

( 3 ) 因为角点的塑性大变形
,

以致受压区的弹性回弹呈中部向上凸起之势
.
为了获得

压块离开后受压成形为水平面
,

压块的表面应呈向下凸的形势
,

其 曲率可由本方 法 初 步 估

算
.

厂
、 、

结 束 语

因受到理论的限制
,

采用各种有限元算法求解接触问题的完全答案是困难的
.
新的非线

性尺规方法打开了一条新路
,

利用计算机模拟来解答大变形接触问题具有高度潜 力 和 灵 活

性
.
但必须注意

,

计算机软件可能将位移函数的奇异性光滑掉
,

数据处理因此是必须的
.
严

格 的数学理论正在研究中
.
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