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摘 要

本文利用对称多项式与一元多项式之间的关系
,

结合连续同伦思想
,

构造了一条概率为1的正

则同论曲线
.

然后
,

对这条同伦路径
,

进行离散化跟踪
,

导出了一类带有步长 参 数 的 D ur a n d -

K e犷n e r算法
,

我们证明了这类算法的整体收敛性
,

从而在理论上解决了人们关于D ur a n d 一K er ne
r

算法具有整体性的推测
.

本文还深入讨论了步长参数的选择问题
.

最后
,

我们以足够 的 数值 例

子
,

检验了理论的正确性
.

关键词 D u r a n d 一K ern e r

算法 连续同伦 路径跟踪 整体收敛性 点估计

一
、

引 言

对于复
。
次多项式

P (约 ~ 广 + al 广
一 ‘

+ 一 + an
一 , 2 + a 。

(1
.

1)

全部零点寻求
,

当具仅有单零点时
,

是有许多很 好 的 算 法
,

如 D u ra n d 一K er n er 算法
、

A b e r t h算法
、

平方根 法以及各种变形
‘3 ,

“
, ‘吞〕,

所有这些算法的特点
,

是具有高阶敛速和并

行计算功能
,

其中最为实用的
,

应该是 D u r a n d 一K e r n e r 程序
,

即

或
十 ‘

:

卜一越丝胜
_ _

_

_

n (对 一 2
、)

(f~ 1 , 2 ,

⋯
, ”, k = (1

.

2 )

许多作者认为程序 ( 1
.

2 )可能会有大范围收敛性质
,

但至今并未见到在任何文献上进行

理论上的严格论证
,

而讨论得较多的倒是它的局部收敛或半局部收敛理论
〔‘ , “ , “’.

其实
,

从数

值分析的角度看
,

对于低次多项式
,

程序 ( 1
.

2 )确实具有较好的收敛性质
,

初值的要求并不

苛刻
,

但是随着多项式的次数增加 (譬如 10 次以上的情形 )
,

算法对于初值的不同选择
,

就

显得十分敏感
,

其敛散行为显得十分复杂
,

远非人们猜测的那样乐观
.

我们对方程 矛
0
一 1二。

,

采用随机数产生的不同初值
,

按算法 (1
.

2 )计算
,

所得数值结果

如下图

.

国家自然科学基金资助项目
.

1 上梅大学数学系
,

上海 2 01 8 。。
.

2 复旦大学
,

上海 20 0 4 33
、

匆了乓
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.
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.
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.
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.

25 15

圈 1 抉D u r a n d 一K e r n e r方法(1
.

2 )计算迭代12步褥: 1 0一 1二 0的全郁辱点

3 0 3 8 4

1
.

30 9 2

一 0
.

4 2 0 1

一 2
.

1 4 9 4

一 3
.

8 7 8 6
、 一 4

.

4 6 5 7 一 2
.

6 9 8 9 一 0
.

9 3 2 1 0
.

8 3 4 8 2
.

6 0 16

圈 2 按 D u r a n d 一K 。r n e r方法(1
.

2 )计算迭代 16步得
: 10一 1 二 o的全部导点

由此看出
,

算法 (1
.

2 )对初值十分灵感
,

特别是图 2 ,

我们还计算过方 程 护
。
一 i= 0 ,

此 时
,

已找不到合适 的初值
,

使算法能正常地计算下去
,

因而得不到任何数值结果
.

为了改善 D u r a n d 一K e r n e r 程序的收敛性质
,

从理论上证实其整体收敛性
,

我们提出

了连续化D u ra n d 一K e r n er 程序的思想
,

构造一条概率为 l的正则同伦曲线
,

然后对这条同

伦路径
,

进行离散化跟踪
,

导 出了一类带有步长参数的修正算法
.

我们证明了这类算法的整

体收敛性
,

从而花理论上解决了人们关于D u ra n d 一K er n er 算法具有整体性的推测
.

同时
,

我们还深入分析了步长参数的选择
,

通过对方程
2 ‘。

一 1 ~ o , : 2 。
一 1” o ,

扩
。

一 1一 O 的实际计

算
,

显示了步长参数的不同取法
,

对于算法敛散行为的重要性
.

二
、

同伦路径的建立

我们 以
‘
C

”

表示
n
维复空间¹ ,

元素

Z ~ 〔2 , ,
⋯

, 2 。

〕, 〔砚C ”

今引进关于
z ; , 2 2 ,

⋯
, z 。

的基本对称多项式

切‘( z , ,

⋯
, 二 ,

)一 乙
1产了i < ’ ‘ ’ < 了

,
一 ”

之jl
.

” z 八 (f= l , 2 ,

⋯
, n

并令

于是
,

p ‘(二 ; ,

⋯
, : 二

) = ( 一 l )‘切‘( : , ,

⋯
, : ,

一 a ‘ ( i 二 l , 2 ,

⋯
, n )

我们可定义映射F

F : , C ”

今 , C
”

( 2
.

1 )

尸‘“ , 一
〔
P , ( z

: ,

⋯

p ,

( 二 ; ,

⋯
:戴“

〔‘·
” ,

““c ”

¹
’C

, ’B
,

护A 等分别表示C
,

B
.

A 的双线体
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且由一元多项式 与
n元对称多项式之 间的关系

,

我们容易得到
,

F 的任一零点恰好对应着P的

所有零点
.

为保证F零点的唯一性
,

我们引进映射F 在商空间
‘
C

”

/ ,
一

仁的限制映射F 。

F : : ‘C
”

/ S
”

。 S
fZ

(2
.

2 )

其中 S
”

为”个元素的置换群
.

因此
,

由映射F关于
n
个变元的对称性

,

即知
,

若有 F (Z )一。
,

则对任 何 。 〔S
” ,

亦有

F (Z
‘丫

、~ 0 ,

其中

Z
。
= [ :

。
(, ) , z 。 (: ) ,

⋯
, z 。

(
n
)〕r 工。 任S

”

)

于是
,

对于限制映 射 F 。
(这种限制是合理 )

,

可知 F
。

的零点是唯一的
,

而且恰好对应着 P

的所有零点
,

事实上
,

我们只需对 F 。 的 零点
,

只注意其各个分量
,

而不必考察各分量的顺

序
.

今对给定的Y 〔
‘
C

” ,

考虑如下带参数 t的方程组

F B
(Z )=

e 一 ‘
Y (t ) o )

4

(2
.

3 )

为方便计
,

我们把t = + 加亦看成一点
,

使区间〔O
,

+ 加 )紧化为区间〔0
,

+ 、〕
.

于是 (2
.

3 )

当才~ + Qo 时
,

将导致方程组

F :
(Z )== 0 (2

.

4 )

其解恰好对应着P的所有零点
.

由此
,

女口果我们记

F 万,
(Y )一 {Z 任

‘
C

”

{F 。
(Z ) ~ e 一‘

犷
, 才> o } (2

.

5 )

则我们将证明
,
尸万‘(犷)形成一条可表示为参数 t 的连续曲线Z (t )

,

班〔o
,

+ , 〕
.

因此
,

如

果我们知道Z (0 )
,

那么
,

从Z (0) 开始跟踪这条曲线
,

必将导致P的所有零点
.

下面
,

我们将讨论四个问题
:

(i) 当t、 + 二时
,

曲线 Z (t) 的极限形式是什么 ?

(ii ) 曲线Z (约是否为t的光滑函数?

(111) 在
‘
C

‘ x [ o
,

+ , 〕上
,

曲线
z ,
(t、

, 2 2 : t )
,

⋯
, z 。

(t )的走向如何 ? 相交否 ?

(iv ) 初始Z (o)将女q何获得 ?

首先
,

为回答问题 (i )
,

我们讨论F 万
’

(了 )的连续性问题
.

为此
,

我们在商空间
‘
C

” / S
”

中

引进拓扑
.

取笼U
二

}为
‘
C

”

的一个拓扑基
,

定义

犷
二

~ U {Z
。

12 任U
。

}

则 { U
。

}形成了
‘
C

”

/ S
”

中的一个拓扑基
,

从而
声
C

”

/ S
“

构成拓扑流形
,

且在此拓扑意义下
,

F :

是光滑的
。

定理2
.

1 厂 。
是

‘
C

”

/ S
”

到
‘
C

”

的一个同胚映射
.

证明 先证尸
。

为满射映射
,

对 V 了〔
‘
C

“ ,

则 F
、

(Z )一犷可展开为如下形式的多项式方

程

PY (封 二 zn + (a , 一夕
, 夕之“

一 ‘
十 二 + 咬a

。

一 , , “一 o 昭
.

6 )

Y 一 〔脚
,

脚
,

⋯
, 夕。

〕少C c
“

由代数基本定理
,

p 厂洽有
。
个不同的零点内

,

az
,

⋯
, 。 。 .

因此
,

对 V 。〔夕
,

亦 有 F :
(a

_

)

= Y
,

其中a 二 [ a ; , a Z ,

⋯
, a ”

〕牙
,

a = [ a (, ) , 。: 。 (: ) ,

⋯
, a 。 (。)〕, .

由此即知 a 〔
产
C

n

/ S
”

是

y 的原象
.
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现证F 。
是单射的

.

设存在 Z : ,
Z : 〔

/
C

”

/ S
” ,

使成立
·

F 。
(Z

,
)~ y

,

F :
(2

2

)一Y

则此两方程组的展开
,

同样具有 (2
.

6 )的形式
,

由代数基本定理
,

可知Z , 和Z
:

的分量分别对

应着方程(2
.

6 )的所有
。
个不同零点

,

故总存在a 〔S
” ,

使 Z
,

一 Z
:

(或Z , ~ Z
:

)
,

此即Z
,
= 2

2 .

于是
,

由区域不变性定理 (s c h w ar tz
L‘0 ’

)
,

即知 F B
为同胚映射

.

Q
.

E
.

D

利用定理2
.

1 ,

我们可把F 万’(Y )表示为关于 t的连续函数
,

即

Z (t )一F 万‘(
e 一 ‘

Y ) (t> 0 ) (2
.

7 )

因此
,

当t、 QQ 时
,

由 (2
.

7 )即得极限式

lim Z (才)= F 万‘(o )

此 即我们的需要解决的问题 (i)
.

其次
,

为回答问题 (11 1)
,

我们把Z (t) 表示成分量形 式
,

即 Z (t) 一 〔
二 ,
(t)

, 二2
(t)

,

⋯
,

二。 (矛)〕
,

.

显然所有的
z ‘
(t)(‘= l , 2 ,

⋯
, n

)
,

表示由〔o
,

+ oo 〕到
‘
C ‘的叮条连续曲线

,

因为

由定理2
.

1保证
,

它们不可能间断
,

为清楚起见 , 我们将它们画在
,

Cl x 〔o
,

+ 、〕上
,

如图3
.

它们可能有三种情况
,

首先
,

由定理2
.

1保证
, ,

它们不可能发散到无穷
,

即情况 A 不可能出

现
,

只可能象情况B 那样
,

从一端光滑地到达晏一端
,

或者象情况 E
,

F那样在 D 点相交后
,

又各自分开到达另一端
.

事实上
,

最后这种情况我们亦是不愿意遇到的
,

所以我们在下面证

明了这样一个事实
,

就是通过在
‘C

”

中随机选取 Y 的办法
,

使遇到这种相交情形的概率为0
.

为此
,

我们将 (2
.

3 )改写为

h , , ‘
(
z
)一

二 ”
+ (

a : 一 。一 ‘刀,

)
z ” “ + ⋯ + (a

二
一 。一 ‘夕。

)= o

Y ~ [夕
, , , : ,

⋯
, 夕。

〕, 件 夕}
护 一~ , 、~ 沪

之 B
.

一一一十

F一刀�一

一,O

D一圈

同时
,

我们利用多项式结式概念
,

设P
, q 为两个多项式

,

以符号R e s (P
,

妇 表示结式
,

它是相应于P和q 的系数的一个

行列式
〔’7 ’.

引理2
.

2 多项式 P有重根的充分必要条件是

d 15 (P ) = R e s (P ,
P
’

) = O

证明 见 〔1 7〕

现在
,

我们 把h: , 。

( z) 看成系数为
。 ,
一 。“ ‘刀, ,

⋯
, 。 。

一。 一

勺
二

的多项式
,

并定义
‘
B 一 {Y 〔

‘
C

”

旧 t o

> o ,

使 d i s (h
r , :

(
二 、)一 R e s (h : , 。

(
二
)

,
h乡

‘

(
:
) ) = o } ( 2

.

8 )

显然
,

由 ( 2
.

8 ) 的定义
,

当Y 〔
‘
C

”
一

‘
B 时

,

则对任意固定的 t> 0 ,
h

, , ‘

没有重零点
,

下

面我们证明由 (2
.

8 )定义的集合
‘
B 是一个零测集

.

定理 2
.

3 由 ( 2
.

8 )定义的
‘
B 是 ,c

”

中的零厕集
.

证明 由于 di s ( h
r , 。

(司 )可表示为一个关于系数
a l 一 e

一名, x一 a Z
一 e 一‘y : ,

⋯
, a 。

一 e 一 ‘夕
n

的行列式
,

因此
,

对固定的 t> 0 ,

我们可 以得到一个关于 , , , 刀 : ,

⋯
, 万。

的多项式方程

P
:

(夕
, , 二 ‘ , y 。

) = 0

这个多项式不恒为0 ,

因为我们可以通过选不同的 Y 任
产
C

” ,

而使h: , :
无重零点

.

于是
,

集合

P丁
‘

( o ) = {y 〔
‘C .

fP
:

( y )一 。}

是
‘C ”

中余维为 1的流形
,

亦即是R
Z “

中余维为2 的流形
,

故集合
‘
B ~ U 尸

一 ‘
(0 )是

‘
C

”

中的零测集
.

Q
.

E
.

D



D u r a n d 一K e r n e :

算法的全局化 白7 9

由此
,

只要我们所选的 y 〔
‘
C

”

不会落在
‘B 中

,

那么上面所图示的相交情形就永远不会

发生
,

除非P本身有重零点
,

此时将会导至在 + 加处相交
.

然而这种情形 已不是我们在跟踪

过程中所需考虑的问题
.

现在
,

我们再来考虑问题 (i i)
,

即曲线Z (t )的光滑性
.

由于 F
。

并 不是光滑微分同胚
,

因此
,

Z (约的光滑性是需要考虑的
.

为此
,

我们先考虑下述引理
.

引理2
.

4 d et (F
尸
(Z ))子 O的充分必要条件为

二‘举 二 , (f寺 j
,

f
,

j= 1 , 2
,

⋯
, n

)

其中 Z 二 [为
,

几 , ⋯
,

介〕, 〔
产
C

”
.

证明 首先
,

我们利用下述关系式

U (Z )F
,
(Z )= V (Z )

.

(2
.

9 )

其中

、.
.

l
.

ee
.

ee
.Jj

t
J.1匆 ,工之翌

一 ‘ ⋯ 之 :

书
一 ’ ⋯ 几

r.........‘

一一ZU

厂(Z )= d ia g (一 n (
z ; 一 z , )

,

⋯
,

一n (
“ 。
一 ‘,

))
了祷 l 了子 ”

今假定 Z 中只有
: (r 《

。
)个不同分量

,

且分别有重复数
, 。 ‘ “= l , 2 ,

⋯
, ,

)
,

则有

r a n k (U (Z ))~
n 一 乙 (m

‘一 1)
优‘> 1

r a n k (犷 (z ))=
n 一 艺 川‘

拼 ‘> 1

于是
,

我们容易验证
r a n k (F

‘
(Z ))~ n <片妻

,

娜 ” 1 (‘= j , 2 ,

⋯
, n

)

此表明Z 中不可能有重复分量
,

即
2 ‘奔 : ,

(i 铸八 ‘,

j~ 1 , 2 ,

⋯
,

n) Q
.

E
.

D
.

定理2
.

5 若Y 〔‘C
”
一

‘
B

,

则 F 丢
’

(y )可唯一表 示为t的光滑函数 Z (t )
,

且满足 z (0) ~

F 万’(Y )
,

同时有

lim Z (公)= F 子,
(o ) (2

.

1 0 )
名

.

一卜。 J

证明 由于Y 屯
产
B

,

按集合
‘
B 的定义

,

对任意t。> 0 ,

方程组 (2
.

3 )或多项式 h : , :

(习无重

根
,

即若用Z (才
。

)表示 (2
.

3 )的解
,

则
2 ‘

(才
。

)今
二 ,

(t
。

)(‘斗 j; i ,

j= 1 , 2 ,

⋯
, n

)成立
.

于是

由引理 2. 4得 d et F
‘

(Z (t
。

))铸 O
,

从而由隐函数定理
,

保证了在 (Z (t
。

)
, ‘。)附 近

,

Z 可表示

为t的光滑函数Z (约
.

再利用对称性
,

这种表示在空间
‘c叼S

”

中是唯一的
.

于是
,

我们可以

从 t一 。出发
,

逐步延拓
.

如果存在某个 t。> o ,

使延拓无法进行
,

则将会出现矛盾
,

故定理

结论成立
.

关于极限式 (2
.

10 )
.

则是由于F 。
是同胚映射 (定理2

.

1 ))
,

故仁
.

10 )成立
.

Q
.

E
.

D

最后
,

我们讨论初始 Z (0 )的选取
.

本文的 目的是寻求多项式 ( 1
.

1) 的 全 部 零 点
,

即

凡
‘
(0)

.

然而
,

在以上的论证中却遇到 了同样难求的 F ;
‘

(Y )
.

一个自然的想法是
,

随机选

取点Z 。〔
‘
C

” ,

并以F (Z
。

)作为(2
.

3 )中的y
,

这样选取的好处是可以避免选到 z ‘一二,
(对某i

,

j) 的点
.

下面我们需要研究这种选取的合理性
.

首先运用 文〔1 5〕中的引理
:
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引理2
.

6 设D c R
”

是一个开 子集
,

F
,

刀。 R
”

是
,

Cl 映射
.

如犷C= D 是零测集
,

则 F (犷)

也是R
.

中的零测集

今定义

了
”

= {Z 〔
产
C

”

}z
,
笋 之j , i活 j, f,

j= 1 , 2
,

⋯
, n }

则有
‘
A 一F (

‘
C

” 一了
”

)= F (
‘
C

”

/ S
移

一了
”

/ S
”

)
·

(2
.

1 1 )

由此
,

由于F 的光滑性以及
‘
C

”
一了

”

是
,
C

”

中的零测集
,

故由引理 2
.

6 知
, ‘

A亦是零测集
.

引理2
.

了 映射F
。

是了
”

/ S
”

到
‘
C

”

一
‘
A 的光滑微分同胚

.

证明 由(2
.

1 1) 及定理 2
.

1知
,

F 。是了
”

/ S
”

到
‘
C

”
一 ‘A 的同胚映射

,

又由于对 V Z 〔了
”

/

s
” ,

有 r a n k (F
。
(Z ))~ r a n k (F (Z ))=

n ,

且 F 。 又是光滑映射
,

因此
,

F 。
是局部微分同

胚
,

从而得证F
B

是 由了州S
“

到
‘
C

”
一

,
A 土的光滑微分同胚

.

Q
.

E
.

D

今令
F 亏:z

。

(0 )= {Z 〔
‘
C

”

}F (Z )= tF (Z
。

)
, ‘> o }

于是
,

我们可得下述定理

定理 2
.

8 对几乎所有的Z
。
〔

‘
C

” ,
F 寸

.

2 。

(0 )是连接 z0 到F 云
’

(。)的光滑无穷道路
.

证明 由
‘
C

”
一F

一 ‘

(
‘
B )卫

‘
C

“

一卢
’
一 ’
(
‘
A U

‘
B )

~
‘
C

”
一F

一 ’

(
‘
A )一 F

一 ‘

(
‘
B 一

‘
A )= 了

”
一F

一 ’吸
‘
B 一

‘
A )

可得

F
一 ‘
(
‘
B )三 (

‘
C

”

一了
”

)U F
一 ‘
戈
‘
B 一 尹A )

~ (
‘
C

”
一了

”

) U (F 万
‘
(
‘
B 一

,
A ))

‘

(2
.

1 2 )

其中
‘A

, ‘B 分别由 (2
.

8 )和 (2
.

1 1 )定义
,

而 (万 )
、

= {四
。

}w 〔不}
.

又因为
‘C

”
一了

公

是
’
C

”

中的零测集
, ‘

B 一
‘
A是

‘

户 一
‘
A 中的零测集

,
F 万‘限制在

‘C
”
一

‘
A 上光滑

,

从而F 百‘(
‘B 一

‘
A )

是零测集
.

于是
,

由 (2
.

12 )推出F
一 ,

(’B )是 ,C
”

中的零测集
.

Q
.

E
.

D

这样我们通过随机选取初始 Z0
,

使 刀 任F
一 ‘

(
‘B )的可能性为。

,

亦就是说几乎对所有的

Z0 〔
‘
C
‘ ,

Y 一F( Z0 )〔
‘
B

.

从而由定理保证了F 云海
。

(0 )光滑地连接Z0 到F ; ‘(0 )
.

到以
,

我们已把上面所提出的问题
,

完善地得到了解决
,

使以后的数值跟踪过程
,

得以

顺利完成
.

三
、

数值跟踪算法的建立

由第二节中的分析
,

我们总有很大的可能性选到不属于F
一 ‘
(
‘
B )的初始点20

.

于是
,

由

定理 2
.

5可知 (2
.

3 )中的解曲线 Z (t) 是关于t的光滑函数
,

因此
,

我们对(2
.

3 )两边关于 才求导

得

F
‘

(Z (t ))么(, )= 一 。 一 ‘
犷

将 (2
.

3 )代入 (3
.

1 )得 (3
.

! )

尸 ‘
(Z (‘))玄(‘)一

万 (Z (‘) )下
Z 咬o )~ Z

。

(t> 0 )
(歇 2 )
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又由于沿 曲线Z (t)
,

其各分量互不相同
,

从而尸
2

(Z (t ))可逆
,

于是 (3
.

2 )可 改写为

么(t )二 一F ’
(Z (才))

一 ’F (Z (t ))

Z (o )~ Z
。

对此初值问题
,

我们利用 E ul e r 折线法跟踪
,

Z 今+ ’= Z 今一 h, F 产
(Z

今
)
一 ‘F (Z

舌
)

} (3
.

3 )

于是由 (3
.

3 )可得如下迭代关系

(k = o , 1 , 2 ,

⋯ )

其中 Z
。

为初值
,

瓜为参数
.

又由映射F 的定义及F ‘
(Z

“
)
一 ’

的具体形式
「‘’,

我们可得(3
.

的分量形式

4 )

4 )

对
+ ’= :

hoP (
:
l

n (对一
z
乡)

了硒 ‘

(i二 1 , 2 ,

一
, n ; k ~ 0 ,

(3
.

5 )

(3
.

5 )就是 D u r a n d 一K e r n e r 的修正形式
,

亦就是多项式 ( 1
.

1) 的
。
个零点的

。
条跟踪曲

线的离散形式
,

它具有很好的并行计算性能和整体收敛性能
.

在第二节中讨论的理论基础上
,

我们对于(3
.

5 )可得到下述整体收敛定理

定理 3
.

1 对几乎所有的Z0 〔尹C
”

及。> 0 ,

都存在常数h> 0 ,

M > 0 ,

使从 Z0 出发的迭代

(3
.

5 )
,

当h。= h
,

k《M时
,

算法(3
.

5 )有意义
,

且对每个‘
,

存在p 的某个零点a ‘,

满足

l二梦一 a ‘l《
e

证明 由于F
一 ‘

(
‘
B )是零测集

.

因此
,

随机选取 Z0 不落在F
一 ‘

(
产B )中的概率为 1

.

不妨设

Z0 〔F
一 ‘
(
‘

B)
,

则由定理“
.

“知
,

F 亏!z0 (0 )是一条光滑道路 z (t )
,

且当‘”“时
,

有

Z (r), F 万
‘

(o )

从而存在一个T > 0 ,

使t> T 时
,

有

1{Z (才)一F 万‘(o ) 1}为< 。/ 2 (3
.

6 )

而在区间 [ 0
,

T 〕上
,

(3
.

3 )的右端
,

在 {(Z
, t)任

产C
“ x 〔0

,

T 〕{F (Z ) = e 一 ‘
Y }的一个管形区

域内是光滑的
.

因此
,

必存在一个步长h
,

及剖分数M
,

hM = T
,

满足

112 (T )一 Z 卫 11二 < “/ 2
.

(3
·

7 )

于是
,

结合不等式 (3
.

6 )
、

(3
.

7 )即得定理结论
.

Q
.

E
.

D

上述定理是对h 。为常数的情况下证明的
,

对于变步长的情况
,

同样可以证 明
,

只是叙述

上要稍作变动
.

四
、

步长h k的选择

第三节主要证 明了算法 (3
.

5 )几乎对初值的选取没有任何要求
,

但是对步长参数 h* 的选

择
,

并未作什么讨论
,

事实上
,

要选择适当的步长参数瓜亦非易事
.

从理论上讲
,

只要瓜选得尽可能小
,

是会使(3
.

5 )连续跟踪 (2
.

3 )中的道路
,

从而也不会

引起溢出
,

因为
,

沿此道路函数值F (Z )是不断在下降
.

但是
,

过小的步长 h。无疑会增加不

必要的计算工作量
.

因此
,

只有在不会引起计算过程中所可能出现的麻烦的情况下
,

尽可能

使h 。增大直至为 1 ,

这才会使跟踪算法更有效
.

为此
,

我们设
二 1

(约
,

⋯
, 二 。

(约为尸丁
‘
(y )中的

n
条道路并定义

d (t)一 m in }二
‘

(才)一
z ,

(t ) 1
f 势 了

(4
.

1)

如果有刀 〔F
一 ‘

(
‘
B )

,

则对 V t> 。,

都是d( t) > 0
.

另外
,

我们再引进
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尹一呼到对
一川 (’.

2 )

其中 对 (‘~ 1 , 2 ,

⋯
,
御 k ~ o , 1 ,

⋯ )
,

由算法 (3
.

5 )产生
,

显然
,

要使算法 (3
.

5 )有效

地跟踪F 万‘(Y )
,

就必需通过选取h 。
,

使d “> 0 ,

此时可使迭代不中断
.

基于这种想法
,

我们

假定已经得到 了这样的h。和序列 {z }}
,

(‘= 1 , 2
,

⋯ 。
)

,

且有尹> 。,

对于尹
+ ’,

我们有

己, + ‘

二 m i n i
:
:“ 一

二
盔

+ ‘

i

= In ln
‘子 l

z

:一
z
参
_ :

一丝山一
一

1 1 气之 蔺一 之 于j

+ h。群毕共
了
}

1 1 气之厄一 Z 子)
’

(4
.

3 )

、
1.es、了..少

nQ一

一一

由此看出
,

我们只要取

h。< m in
‘铸了

:
季一

z

。犷一 田参
田季= 夕(

:
季)/ n (

二
全一

z
乡)

此时就可保证 d “+ ‘

> 0
.

另一方面
,

为保证 D u r a n d 一K e r n er 算法的二次收敛性
,

瓜 不 能大

于 1
.

因此
,

瓜应满足

、L‘少”。一 m ‘n

{
‘,

刀m in
z

尝一
:

切 }一 。 ;
(刀< l) (4

.

4 )

这种h , 的选择
,

并没有带来额外函数值的计算量
,

只是利用了已经算得的结果
,

因此可

以取得更好的效率
.

由 (2
.

4 )
,

我们可对步长瓜作如此解释
,

如果相应于对和对的修正量叫和二 ; 的差值增长

过快
,

瓜将变小
,

这时瓜起收缩作用
.

相反
,

如果迭代在零点附近
, 。 : 将逼近于 o ,

这时
,

瓜就会变大
,

起加速作用
,

直到瓜增大到 1时
,

算法 (3
.

5 )就 变成了 快速 收 敛 的 D u r a n d -

K e r n e r 方法 (1
.

2 )
,
步长h , 与尹的关系是

,

当d “
很小时

,

似需取小步长
,

而尹 较大时
,

则

h ,
相应地调大

.

步长h。的另一种选择方法
,

是来自于 D u ra n d 一K er n er 方 法的点估计理论
.

此时
,

我

们可以按照算法的点估计收敛条件来选取 h。
,

以保证 (3
.

5 )在迭代过程中总有 d “> o 〔‘’
.

我们

可以证明
,

当

h。一 m in { 1 , 0
.

2 0 4 3 7 8 d 希/ 乙 }切 : J}
‘ (4

.

5 )

时
,

足够保证 d “> o ,

且同样具有收缩和加速作用
.

但是
,

这样给出的h。 往往过于精细
,

从

而会导 致迭代步数的增多
.

数值试验表明
,

采用 (4
.

5 )的效率确实没有(4
.

4 )来得好
.

五
、

数 值 试 验

为了检验迭代法 (3
.

5 )的效率 与稳定性
,

我们分别利用 D u r a n d 一K e r n e r 方法 (1
.

2 )
,

修正 D u r a n d 一K e r n e r 方法 (3
.

5 )(4
.

4 )和 (3
.

5 )(4
.

5 )计算了以下例 子
.

例 1 在引言 中
,

我们已 经 对 方 程 矛
。
一 1 ~ 0 ,

采用随机选取不同初值的办法
,

按方法

(1
.

2 )计算
,

其数值结果已在 (图 l) (图 2 ) 中显示
.

在此
,

我们 以同样选取初值 的 方 法
,

在固定h 。一h的情况下
,

用方法 (3
.

5 )计算
,

所得结果
,

如 (图 4 )( 图 5 )
.
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2
.

9 5 9

4
、

1 0 15 X 1 0

一 1
.

4 1 8

2
.

8 7 7
一 2

.

9 1 8 一 1
.

6 5 5 3 一 0
.

3 9 2 6 0
.

8 7 0 1 2
.

1 3 28

图4 按修正算法 (3
.

5)
,

在定步长 h= 。
.

2计算经过24 步迭代褥户”一 1 = 。的全部辱点

2
.

9 7 0 7

1
.

5 52 7

0
.

1 3 4 8

一 1
。

2 83 2

~ 2 7 0 1 2

火
‘

兰二)

厂

火乡
牲气

‘

一
\

一 2
.

7 8 6 9
· ~ 品一之二一一王些些

1
.

4 3 9 8 一 9 2 6 6 2 X 1 0
2

翼
2

.

6 0 1 6

图5 按修正算法 (3
.

5 ) 在定步长h = 0
.

02 计算经过22 步迭代得 zl
”一 1 二。的全部导点

由此容易看出
,

图 4
、

图 5中的跟踪路径比图 1
、

图 2中的路径要光滑得多
.

显然
,

算法的

收敛速度要慢一些
,

但初值的选取几乎没有什么困难
,

而且数值稳定性亦较好
,

所不足的是

追踪过程还有尖点与跳跃的情况存在
,

曲线还显得不够光滑
.

我们还试图用 D u ra n d 一K er n er 方法去求解方程砂
。
一 1 ~ 0 ,

扩
。
一 l~ o 等

,

但是
,

由于

几乎对所有初值均 出现溢出现象
,

而使算法 (1
.

2 )无法继续进行下去
,

宣告 失 败
.

下面的例

子是对这些方程采用了算法 (3
.

5 )(4
.

4 )和算法(3
.

5 )(4
.

5 )所得的数值结果
,

此时
,

瓜可按公

式 (4
.

4 )或 (4
.

5 )变动
,

我们获得了更理想的结果
.

例 2 求解方程
z ‘。
一 l一o ,

矛
。
一 l = o ,

砂
。
一 l~ o ,

我们利用算法 (3
.

5 )(4
.

4 )进行计算
,

其数值结果如图 6
、

图 7
、

图 8
.

由这些图形看
,

不论方程的次数多么高
,

其跟踪的路径都是相 当光滑
,

且不出现紊乱行

为
,

这是图 l、图 4所无法比拟的
.

更重要的是算法 (3
.

5 )
、

(4
.

4 )和 (3
.

5 )
、

(4
.

5 )对任何初值

几乎都适用
,

特别
,

对高次多项式无溢出现象
,

数值稳定性极好
.

这些算例和图形充分体现

了算法丈3
.

5 )
、

(4
.

4 )和 (3
.

5 )
、

(4
.

5 )的效能
.

2
.

9 5 9 ly

1 : 5

4 1 0 1 5 义 10
一

2

一 1 4 18

一 2
.

877

\
、

\ 袱
、、、~ 一~ , 砂 灰

~ 二夕

、

匕
夕

一 2
.

91 8 一 1
.

65 5 3 一 0
.

3 9 2 6 0
.

87 0 1
、盛
2

.

1 3 28

圈 6 按修正算法(3
.

5 )(4
.

4 )计算方程月
”一 1 = o的全部辱点 (迭代步数为2 2)



98 4 王 德 人 赵 风 光

2
,

9 5 9

1
.

3 1 1 7

一 0
.

3 3 5 6

一 1 9 8 2 9

一 3
.

6 3 0 3
月

一 2
.

9 1 8 一 1
.

6 5 5 3
·

0
.

3 9 2 6 0
.

8 7 0 1

文
」_ 砚 ,

,

~

2
.

1之飞艺吕

圈了 抉修正算法(3
.

5 )(4
.

4) 计茸方程扩。一 1 二。的全部导点(迭代步数为 31 )

艺 9 t’( )

1
.

5 3 2

仁;
.

4 8日7 火 1 0

2 7 8 0
一 2 7 4 2 8 一 1

.

14 3 6 0
.

4 5 5 7 2
.

0 5 4p

X
叫 曰 . . . ,

.
.

3 6 5 4 2

图 8 按修正林法(3
.

5 )(4
.

4) 计算方程沙。一 1 = 。的全部. 点(迭代步数为8 4)

最后
,

我们想通过算法(1
.

2 )
,

算法 (3
.

5 )
、

(4
.

4 )和算法(3
.

5 )
、

(4
.

5 )时间的 比 较
,

进

一步阐明这些算法的优劣
, 以作为本文的结束语

.

例 3 我们对方程 砂
。
一 1二 0 的求解

,

分别利用算法 (l
.

2 ), 算法 (3
.

5 )
、 .

(4
.

4 ) 和 算法

(3
.

5 )
、

(4
.

5 )
,

按随机办法选取不同的初值进行计算
,

它们的敛散行为
,

列表如下 (精度相同)

表 1

. . ~ . . . . . . 侧. . . . . 物加. . . . . . . 叼. .‘. . 目

~ ~ ~ ~ ~
_

迭 代 次 数
算法 (1

.

2) 算法(3
.

5 ) (4
.

4 )

钊 但
- - - -

一
_

}

60砚5465715049的8加8888(2 0 )i

(2 0
)

2

(2 0
)
3

(2
0
)
召

(2
0
)

:

(2
0
)

6

(2
0
)

,

算法(3
.

6) (4
.

5 )

1 4 9

125

1 86

1 9 7

17 2

16 O

13 1

由此表看出
,

算法(1
.

2 )几乎对所有的初值均告失败
,

而算法(3
.

5 )
、

(4
.

4 )和算法 (3
.

5 )
、

(4
.

4 )均收敛
,

但它们各自的迭代次数都有很大区别
,

这说明由点估计方法选择的步长 h ,
过

于精细
,

因此影响了该算法的收敛速度
.

所以在实用 中
,

我们还是推崇算法 (3
.

5 )
、

(4
.

4 )
,

它会带来很好的计算效果
.
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