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摘 要

该半解析法以 � �� � �� 变分原理为基础
,

在空间域作有限元离散
,

在时间域取级数
�

本文研

究了任意形状板时域函数的取法
,

使得各种支承条件
,

任意形状板的动力响应问题均可由本计算

模式得到具有相当精度和效率的解
�

关健词 半解析法 动力响应 变分原理 薄板 有限元

一
、

引 言

� � � �� � 变分原理被认为是唯一能反映动力学全部特征的变分原理
,

它通过卷积将运动

平衡方程和初始条件融为一个场方程
,

从而将动力学混合初
一
边值问题转化为一个等价 的边

值问题
�

本文以 � � � 衍� 变分原理为基础
,

在 空间域内作有限元离散
,

在时间域上
,

对各种

支承条件
,

任意形状板均选取 了一种统一的时域级数形式
,

使各种支承及形状的板动力响应

问题均可由本文导出的模式得到具有较高精度和效率的解
�

该半解析法尽量利用 了解析法的

优势
,

由于时域不离散
,

从而将动力学问题的偏微分方程组转化为一个线性代数 方 程 组 求

解
,

成功地避开了误差积累及解的稳定性等问题
,

求解一次线性方程组
,

即得到 动 力 响 应

场
,

可由此求得任一位置
,

任一时刻的响应解
�

本方法实为求解任意形状板动力响应的一种

有效的
,

值得进一步研究和发展的方法
�

二
、

�� �� �� 型变分原理的建立

弹性体� 的动力平衡方程为

� ‘

川 � �
‘� �

·

公,

以时间�对上式两边作卷积
,

并化简得

��
�

� �

朴

国家自然科学基金资助项目
�

� 四川师范学院
,

四川南充 � �� �  ! �

� 天津大学机电分校
,

天津 ��� �� �
�

冬武汉化工学院
,

武汉 �� �� ��
、

令龟了



彭 建 设 张 敬 宇 杨

�釜 � ‘, , , � � ‘� �
·

“‘

式中 � ‘� 才。�
‘� � �

“。‘� 矛。
。‘
�

��
�

� �式加 上力和位移边界条件
,

杨 杰

一

��
�

� �

即将动力学混合初
一
边值问题转化为一个等价的边值问

题
�

卷积型变分原理即为包容该问题的一种等价数学描述
,

以“‘为自变函数的 � � � �� � 泛函为

叻一冬� �
公, 二 , , � 。‘, � 、

�

。 ,。 “‘一 �〔, ,
了
‘� 。�

。。‘� ,。。‘��
� 。‘�、�

‘ � �

一
�

, �‘, , ‘, � ‘� �

式中 。汀 , 匀 , 及如之间满足物理方程及几何方程
�

关于� � �� ��

文献 ��〕
�

��
�

��

变分原理的详细数学证明见

三
、

半解析法计算模式推导

薄板振动微分方程解的形式为
�

研 � 乙 ��
� � � � � , 。�� � � � �� 。, 。才�

·

劝。 ��
, 夕�

仇 � �

��
�

� �

式 中 劝斌 � ,

川为振形函数
,

与时间 � 无关
,

时域函数中的。
。
为板的自然频率

,

只与板的形

状及支承情 况等固有特性有关
,

而与外来因素无关
�

对任意形状 及各种支承条件板
,

按 ��
�

�� 式
,

在空间域作有限元离散
,

在时间域取三 角

级数
,

通过� � � �� � 变分厚理来满 足其动力平衡要求
,

从而得到其半解析的动力响应场
�

在板上取四节点矩形元
,

在初速度
� 。

为零的情况下
,

节点位移 函数可较简单地取为带补

充项的余弦函数
�

� �� 兄 � � “。
,

才
‘

�分
‘

�万‘

�万‘
�
“

,

,
, �一 , ,

��
�

� �

断九

�
, �

式 中 鳄
‘,

故
‘,

粼
‘

为待 定参数
, 。、

� 。, 。
。

为板的各阶自然频率
,

可由能量法或由所划分

的有限元网格求解一个广义特征值问题

��� 〕一。
�

仁� ��
·

�劝�� � ��
,

� �

求出其前几阶自然频率
�

令 �
。
二 � � �。袱

,

单元位移场试函数即为

附 � 乙 〔� 〕
·

�
,

·

���
�

��
�

��

式中
,

�占�
。

为单元节点待定参数列阵
,

〔� 〕为� � � � �� 插值函数
�

将� � �� �� 泛函以矩阵形式表达
,

在力约束边界处给定外力全为零的情况下
,

经合并
,

成

为
�

� �

‘一合�恳蕙
‘。,万仁

·

‘〕
。 ·

‘“‘一 �

黑
‘占“‘� , 。

〕 ��
�

� �

式中 〔了」
。 。 ,

长� �
。分别为单元广义质量刚度矩阵和单元广义载荷列阵
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〔了〕
。。

� 〔� �
·

�� � 。 , �
。

� 〔� �
·

� 。 , �
。

��
�

� �

�� �。 � �� �
·

�� � , �� ��� �
·

���� � 。
。才

·

�。 �� � 。。 �
·

�� �〕

� �
·

�� 〕,
�睿

� , 刀, 卜 �二 � �� �
·

� ��
�

��

式中 〔� 」
,

〔� 」即为有限元刚阵和质量阵
, � 为材料密度

,
� 为板厚

,

�� �
,

�叶
,

�好 分别

为分布载荷�
,

初速度
。。,

初位移附
。

的离散列阵
,

睿, ,

补是�为集中载荷� 时所作用单元的局

部坐标

�集中载荷作用的单元 �

�其余单元�

,��八口
�

���
、

一一
�

琳

让位移场试函数 ��
�

� �式满足位移初始条件得
,

习 �己�二 � �� �

�乃�
。

� �� �一乙 �占�。 ��
�

��

将其代入 ��
�

� �式
,

经合并化简得
�

护一环
乙 �

� �

乙 � 箱�黔 「厂〕
二 , ·

�乃�
,

一 �
� �舀�。

·

�户�二 ��
�

� �

式中
�

〔了�二
。

� 仁了」
。。

� �半〕
。 �

一 「了」
。二
一 �了�

� �

�户�。二 �仁了 」
。。
一 〔了〕。

。

�
·

�� �� �� �。 一 �� �
。

分别为单元等效广义质量刚度矩阵和单元等效广义称荷列阵
�

对各单元求和
,

得总泛 函

��
�

�� �

��
�

���

巾一习劝一粤��。�
�

�

仁二〕
·

诬。�一 � �。卜
�

·

�尸 �〕
� 乙

��
�

� � �

式中 笼升为总待定参数列阵
,

「半 �
,

笼� 卜分别为总广义质量刚度矩阵和总广义载荷列 阵
,

由各单元的等效阵〔了」
。 。

和笼户�。按节点和级数参数编号组装而成
�

由 � � � ��  变分原理知
,

在运动允许状态下
,

薄板动力响应的真解应使总泛函(3
.12 )式

取驻值
.

口必/口{占}= {O}

即

[了〕
·

{
占}~ {F } (3

.
13 )

此即为求解薄板动力响应问题的等效平衡方程
.
由此即可求得薄板的动力响应解

.

卷积式按定义计算
.
设f (

: ,

t) 和斌
: ,

约在定义域内连续
,
定义时域长度为S

,

贝叹

J汤g 一 )
。J L 犷

, ‘一
下 ,

’

g 欠r , 丁 ) 以t
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算 例

例1 一四边简支矩形 板
,

长 A = 80c m
,

宽 B ~ 6沁m
,

板 厚 h== Ic m
,

弹 性 模 量 E

”1500 00 00N / e m
Z,

质量密度p = o
.
oosk g /em 3

,

在板上突加一 g二IN /e m
名
的均布载荷

,

初速度
。。

= o
,

初位移d
。

~
o

,

试求x一 20 O m
,

g
=

1
5c

m 处的动挠度
.

例2 如图1所示形状之薄板
,

几何尺寸如

图
,

板厚 Ic m
,

周边画斜线处固支
,

其 余 边

界自由
,

其物理参数同例 1,

在板上 (45
,

3
0)

处作用一尸 = 100 oN 的突加集中载荷
, 。。二 o

,

d
。

~
0

,

试求x一 3A /s
, 夕~ B / 2处的动挠度

.

{{{{{

’’

一

—
诵

222

444 555

计算所得的半解析解及其 与精确解和差 分 丈一 一
认

一一一一- 一州

解的比较
,

分别如表 l
,

表2所示
,

表 l 中的误
差 1和误差 2 分别为精确解与半解析解和差分 圈1 (单位

: c“)

解之 间的误差
,

表 2 中的差值为半解析解与加密网格加密步长所得振型迭加法解垂之 间 的 差

值
.
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时间 (秒 )

本文解(10
一 , e 边)

精确解(10
一 , c纽)

差分解(10
一 , c

m )
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0
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0
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2
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2
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一 0
.
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.
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衰 2

时间 (秒 )

本文解(10
一 Z e口 )

加密差分解(10
一飞口)

差值(拓)

0
.
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.
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.
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0
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五
、

结 语

本文推出了求解任意形状板动力响应半解析法的一般计算模式
,

本方法的关键是导出合

适的时域级数
,

任意形状 板的自然频率可由 (3
.
9 )式求解特征值问题得到

.
虽说求解(3

.
9)式

需花一定的时间
,

但式中的刚阵〔K 〕和质量阵〔M 〕即为半解析法质刚阵 中 的(3
.
6)式

,

不需

专门计算
,

在半解析法中
,

一般时域级数仅取一
、

二项即可得到精度较高的解
,

因此
,

只需

由(3
.
3)式求出一

、

二个最低 自然频 率
,

并不需花多少时间
.
从例 1与精确解的比 较 看

,
.

半

解析法的精度和效率都是比较高的
,

例 2 中的加密差分解是取48 个单元
,

时间步长为十万分

之五秒 卯
, 。9““5秒) ? 经过近五千步: 由振型迭加法算得的结果

,

其计算时间是半解析法
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的十几倍
.
本文方法的最大特点是时域不离散

,

从而将动力学问题的偏微分方程组转化为一

个线性代数方程组求解
,

成功地避开了误差积累以及解的稳定性等问题
,

求解一次线性方程

组
,

,

即求得动力响应场
.
该方法既有相 当的精度

,

又有较高的效率
,

还能适应较复杂为空间

域和不同支承条件
,
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