
应用数学和力学
,

第18 卷 第11 期 (1 997年n 月)

A PPlie d M a tli e m a t ie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

有势算子对藕合物理量的分离
’

张 慎 学
1

(钱伟长推荐
,

1 9 9 5年 8 月29 日收到
,

1 9 9 6年10 月2 6 日收到修改稿)

摘 要

本文通过有势算子对藕合物理量的分离推导了祸合热弹性动力学中的两个特殊的 最 小值原

关键词 势算子 分离 祸合物理量 最小值原理

一
、

引 言

对一个微分方程定解问题是否存在相应的最小值原理 ? 如果存在
,

其形式如何 ? 这对该

定解问题解的存在与唯一性的研究
,

以及如何求其近似解等有着重要意义
,

因此
,

常常是人

们所关注的问题
,

对于含有藕合物理量的微分方程定解问题
,

如何建立其最小值原理
,

目前

未见报导
,

本文利用文〔l] 的势算子理论将互相祸合的物理量分离开来
,

在某些条件下
,

推

导了藕合热弹性动力学中两个特殊的最小值原理
.

文中使用的方法
,

对含藕合物理量的其它

定解问题最小值原理的建立
,

具有普遍意义
.

二
、

记号和定义

设瘩为介质所 占空间闭的有界域
,

瘩的内部和边界分别用。和在 K e lfo g g[
““

意义下的正

规曲面B 来表示
,

石中的点记为 x ~ (二
, , x : ,

戈)
, 二‘(‘~ l , 2 , 3)为直角笛卡儿坐标

,

f(x’

约为 (二
,

t) 〔石x 【0
,

co )上的实函数
,

f〔C ,
,
N 是指f的M + N 阶 (对空间变量M阶对时间变

量N 阶) 微商是存火 仁。
,

co )上的连续函数
,

( )
, ‘,

( )
, ,
和 (

‘

)分别表示 ( )关于 二‘,
p

(实参数 ) 和时间t的偏导数
,

( )
‘

表示 ( )关于t域到
a
域的 L a Pl a c e 变换

,

f(x
,

约在co

有界是指极限{兜f( ‘ , ‘)对f( ‘ , ‘)的定义域中的每个x 存在
,

本文假
缺

于 (x,
‘)的函数均

在 co 有界
,

因而他们的L a Pl ac e 变换在正实轴内部绝对一致收敛
〔“’.

三
、

初
一

边值问题的替换形式

线性藕合热弹性动力学中的控制方程
〔4 一 “3

和定解条件分别为
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‘

(在招 x [ 0
,

co )上)

0‘= 0
, ‘ (在甜 只 [ 0

,

co )上)

a ‘j = C j‘。 : e : ‘一P
‘jo (在习 x [O

,

co )上)

(3
.

1)

(3
.

2 )

(3
.

3 a )

、.户矛、

,
了、,了J、、,了、.了、.户
」�

b46578JQ
..

⋯
. nJnJOJOJ八j

nj
口

1.、/.、
扮

了.、了.、
.

了飞
苦

了.、e ‘, = J‘, : ‘
(a

* ‘+ P。‘0 ) (在犯 x 仁。
,

“ ) 上 )

g ‘一Q ‘, 8夕 (在口 又 〔O
,

OO ) 上 )

户 , 一 p S O/ T
。+ P , , e ‘了 (在日 又 〔o

,

co ) 上 )

氏 j , 了+ X
‘

~ 户晰

g ‘, ‘+ r = p T
。

方

解名= 幼

u ‘
(义

,

0 (大
,

其 中 q ‘, 。 ‘, e ‘, ,

‘, 0 = 日

0 ) =
“‘。

(二)
o ) = 0。 (x )

(在口 只 [ o
,

co ) 上 )

(在犯 x [ o
,

co ) 上 )

(在B x [ o
,

co )上 )

。:
(x

, o ) = 公
‘。

(x )

(在口上 ) } ( 3
.

g a ,

b
, e )

二‘, 分别为热流矢量
、

位移矢量
、

应变张量和应力张量的笛卡儿分量 , 温

度场0二 T 一 T
。 ,

T
。

为介质处于参考态时的温度
,

介质在不受外力作用并处于均匀温度时是应

力自由的
,

T 为瞬时绝对温度
, 刁是比嫡

,
S 是比热 ; 二 , ‘,

Q‘, 和 扒, 分别是弹性系数
、

热系

数和耪合系数 , p 是质量密度
,

X ‘和 ;
是体力和热供应

.

文中已知函数假定
、

(a )
“‘。

(、)
,

o
。

(x )
,

e ‘j。‘
( x )

,
p ‘,

(x )
, 户 (二)

,

Q ‘, (二)〔e
‘
(口) ,

(b ) s (二)任e (口) ;
: ,

尤‘〔C
‘, 。; 。‘,

J又1次〔B 连续
、

对t〔[o
,

co )连续可微 ,

( e ) C ‘, 。‘= C , : ‘, = C , ‘。 : ,
户‘, = 户, ‘,

Q 落, == Q , ‘; p (x )
,

S ( x )恒正
, C‘, , ‘

(x )正定
,

Q
‘, 0 , 0‘

) 0
.

从 ( 3
.

x )、 ( 3
.

5 )
,

( 3
.

7 , 消去
e ‘, ,

0‘
, 叮, g ‘,

可得
。‘j = C ‘, 。‘。。 , ‘一 P‘, 0 , 。 (‘, , z= J ‘, , :

(a
: ‘+ P。 : 0 ) (3

.

2 o a ,

b )
户S 夕+ T

。
夕‘j。‘

, , 一 (Q
‘jo , ,

)
, ‘一 r = o (3

.

1 1 )

用卷积理论
,

可将 ( 3
.

6 )
,

( 3
.

1 1 )
,

( 3
.

9 )化为

g 。, a ‘, , , + f
‘= 户“ ,

(在口 只 仁。
,

co )上 ) (3
.

12 )

户5 0 + T
o
P‘, u ‘, , 一 1 ,

(Q
‘JS

, ,
)

, ‘一 r 。= o (在口 只 [ o
,

co ) 上 ) (3
.

2 5 )

这里
,
代表卷积

〔7 ’

g 。

= t ,

f‘二g 。* X ‘+ 户 (
u ‘。+ t。‘。)

r 。= 1 , r + p S O。+ T
。
夕‘, u ‘。 , , 〔在口 x 仁。

,

co )上 ) ( 3
.

14 a ,

b
, e )

将 (3
.

I Oa )代入 ( 3
.

1 2 )
,

再加上 ( 3
.

1 3 )和 ( 3
.

8 )
,

可得定解问题 (一 )
:

9 0 ,
(C

‘, 。‘u 。 , ‘一 P‘js )
, , + f

‘一户u ‘= O (在口 义 [ o
,

oo )上 ) ( 3
.

25 )

户S 夕一 1 ,
(Q

‘JO
, ,
)

, ‘

+ T 沪‘, u ‘, J一 r 。二O (在。 x 〔o
,

co ) 上 ) ( 3
.

1 6 )
“‘== 俪‘,

0 = 日 (在B x 〔o
,

co ) 上 ) (3
.

5 )

关于问题 (一 ) 取L a Pl a c e 变换得问题 (一)
‘ :

a Z户u
二一 (C

‘j。乙u 丈
, ‘

)
, , + (P‘, 8

’

)
, , 一 f

。‘= o (在习 只 〔o
,

co )上 ) (3
.

1 7 )

a 户5 8
‘
一 (Q

‘jo ; , )
, , + a P

‘j。
{

, , 一 r o 。

= o (在口 又 仁。
,

co ) 上 ) (3 一 8 )
。
; ~ 俪二

,
0
’

~ 9 ‘

(在B 义 [O
,

co )
_

上) ( 3
.

1。)

其中
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f
。 ‘= X 二+ p (a

: ‘。+ 介‘
。

)
, r o。

= : ‘
+ p S O

。

+ T
。
p
‘, u ‘。 , ,

(3
.

2 0 )

四
、

关于 (一 )
‘

的转换最小值原理

为了方便
,

我们引进下列记号和定义
:

U 二 [。‘
,
0 ] , 〔H (或万) 是指 (a )

:“〔C
Z , 2 ,

0〔C ’, ‘; (b )
u ‘,

0 满足(3
.

5 ) (或(3
.

8 )对应

的齐边界条件) ; U 是问题 (一 ) 的解是指 U 任H 且满足 (3
.

25 )
、

(3
.

16 ); U ‘
二 〔

“
二

,
0 ‘] , 〔

H
尹

(或刀
‘

) 当且仅 当 U 〔H (或 万) ; U
‘

是问题 (一)
‘

的解当且仅 当 U 是问题 (一) 的

解
.

将问题 (一)
产

的前两个方程写成矢量形式

B (U
z

)二 A (U
产

)一 L
产

~ o (4
.

1 )

其中

U
尸

= [ u ;
,
0
‘

」, 〔H
/

〔 L二二 (口) (4
.

2 )

A (U
‘

)二仁a
Z户u

: 一 (C
: j* :u 丈

, ‘)
, , , a 户5 0

‘
一 (Q

‘jo {,
)

, ‘] ,
(4

.

3 )

L
‘

一 [ 一 (P、, 0
‘
)

, , + f
a 落,

一 a T
o
P
‘, 。
:

, , + r 。。〕,
(4

.

4 )

创斌卿是实的 B a n a c h 空间
,
L 二二 (口)中的元素

“ ‘ , 。 ‘

是定义在存 x 〔o
,

co )上的矢量场
,

并定义双线性变换

< 1“
, ” ‘

>一(
。 。 ‘· ‘

““
(4

.

5 )

此外
,

规定
: u 〔L

:

洲口)当且仅当
u ‘
〔粼洲口)

.

为了方便
,

以下我们假定。‘一 0 ,

于二 0 ,

否则
,

只需在泛函中分别附加一些与。‘,

孑有关

的项即可 (见文末 )
.

如果B (U
‘

)是H
‘

[ 的有势算子
.

即有定义在H
‘

一

仁的泛 函K (U
‘

)
,

使对每一个U
‘

〔H
‘ ,

都有

[ K (U
‘
+ P右

‘

)〕
, , l

, 一。
= <B (U

‘

)
,

口
‘

>
,

口
‘
〔万

‘

则问题 (一 )
‘

的解U
‘

是K (U
‘

)的临界点
,

且K (U
‘

)可借助于下式来构造
〔’ 」:

(4
.

6 )

K (“
,
)一}:

<“(
·(“

/
一 “ : , + 口 : )

,

‘
/
一““>“·+ K

。

(4
.

7 )

式中 K
。
= K (U 扫是常数

, s
是实参数

.

设K
。= o和U 乙~ o ,

我们有

、 (。
产

)一(;
<“(

\U
/
)

,
口

,

>“·

一(:
<A (·(U

/

, 一 L
‘

,
,

U
‘

> d ·

= 粤i 〔
。 “。“ ; 。 : 一 (e

‘, 。: 。是
, : )

, , : : + : (p
‘, o

‘

)
, , 。 : 一 Zf

。‘。 :
2 , Q

“ ’ . 、 ’ J ” 一 “ 一 ‘

”
一

、 ‘ ’ ‘ , ‘ ! 一 诊 -

一

+ a 户S (0
‘
)
“一 (Q ‘, 0 {,

)
, ‘0

‘
+ Z a T

。
p

: , u
:

, , 0
‘
~ 2 : 。。8

‘

]d s

通过分部积分
,

对每个U
‘
〔H

‘ ,

注意到万
‘

的定义
,

我们有

(4
.

8 )
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dK (U
‘ ,

右
‘

)~ [ K (U
‘

+ P口
‘

) ]
, ,
}

, 二。

一l
。‘〔a Z p “ ; 一 (C

‘, 舌!“‘
, !
)

, , + (, ‘, “
‘

)
, , 一 f一〕“:

+ 〔a 户5 0
‘
一 (Q

‘, 0墓
,
)

, , + a T
。
夕‘, 。二

, , 一 ; 。。 〕百
‘

}J s

由此易见
,

当 u二
,
8 /
满足 (3

.

1 7 )、 (3
.

2 0 )时
,

U
‘

必是K (U
’

)的临界点
,

即

d K (U
‘ ,

打
‘

)= o (右
‘

〔万 ‘
)

(4
.

9 )

(4
.

1 0 )

再注意到

d
Z

K (U
’ ,

右‘
)二 〔K (U

‘

+ 夕右
‘

)〕
, , , }, 一。

= i (。
, , 。二。厂+ e ‘, , :。是

, :。二
, , + 。 , s (亨

‘

)
2

+ 。‘

万二
,
百二

‘
)d 口》 o (右

‘〔万 ‘
)

这里
,

等号当且仅当U
‘

二 o时成立
,

便有如下的

定理 1 设川
,
0
‘

满足问题 (一)
‘

的方程 (3
.

1 7 )~ (3
.

2 0 )
,

(见 (4
.

5) )在 问题 (一)
’

的解U
‘

~ 脚二
,
0 ‘〕,

处达到最小值二

(4
.

1 1 )

则定义在H
沪上的泛函K (U

‘

)

五
、

关于问题 (一 )的最小值原理

我们 引进一个相容的权函数集合E
.

州t) 〔E 是指 (具)州t) 对班〔0
,

co )存在
,

并且是某些

非负连续函数 G (a) 的L a Pl a c e 变换
:

。(,
卜l了

e (
·
)e X p 〔一

, 〕、a

(5
.

1 )

这里G (a) 在其定义域中只有有限个零点 ; (b) 广义积分

、了‘了
·(! +

·
, 己才一 、了‘了

“‘矛+ ·
, “亡“

·

)
l了{二

、(? +
T
)d td

·

!
(5

.

2 )

存在
.

如此引进的 州约和 G (动使得本文出现的广义积分均存在
,

并可交换积分次序
L 3 ’.

由

此
,

根据 L a Pl ac e 变换的性质
,

首先
,

我们有如下一些典型的公式
:

(a ) {

(b ) {

。 (
·
),

/

(
·

, a )d一{了
。(, ), (

·
,

, )、,

(5
.

3 )

G (a) f { (
·

,

a) f ; (
·

,

a) d a

一
(了(了

。(, + ·
)‘

1

‘一 ‘,‘
2

(
一 , “‘d

·

(5
.

4 )

(c )
介(a) af( 一

, da

g (, )了(
·

, t)d t+ 夕(o )f (
·

, o ) (5
.

5 )

(d) {了
‘(。 )

·

、一 ,“
(.,a

, “·
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一
l;

一

l了
g (才+

·
)‘

!
‘一 ‘,‘

2
‘一 , d ‘d

·

+
(了
。(, )〔‘

1
(一 ‘,‘

2
(一

+ g (o )f
;
(

·
, 0 )f

Z

(
·

, o )

o )+ 了
2

(
·

, t)f
:

(
·

, o ) ]J r

(5
.

6 )

(e )
介(a) af; (

一
), ; ‘
一

, d ‘

一{了{了
。(, + ·

)f
!
‘一 ‘,‘

2

‘一 , “‘d
·

通过
,

+ ,
,
(

· , 。)(
。

(5
.

3 )、 (5
.

7 )
,

G (a) K (U
/

)d a

夕(t )f
:
(

·
, t)d 广

并利用 (4
.

8 )
,

我们得到

(5
.

7 )

一冬l
一
l
一 。(才+

·
) (

_

{。(x )。
,
(x

, , )“
‘
(二

, T
)

一 〔C
‘, * ‘

(x )
u * , :

(x
, 才) ]

, , u ‘(x
, r

) + ZP‘,
(x )0

, ,
(二

, 才)
。‘(x

, r
)

一 ZX ‘(x
,

, )“
‘

(x
, 二 )+ 户(

x
)S (

x
)夕(

x , t)0 (
x , :

)

一〔Q ‘,
(x )0

, ,
(x

, 二、」
, ;

夕(x
, t )

+ ZT
。
户‘,

(x )
。‘, ,

(x
, :

)夕(x
, r) 一 2 : (x

, t )0 (x
, :

) }J口J tJ :

+ 气一。(, )( {。(x )。
‘(x

, , ) [。
‘

(x
, 。)一 。‘。(x )〕

一。(二)“
! 。

(x )
。!
(二

, , ) +告
。(x )S (x )“(x

, 。)“(二
, , )

一

告
一

〔Q ‘,
‘x )0

, , ‘x
, ‘, 〕

, !
“‘x

, 0 , + T
。

, ! ,
“ ,

“‘, ,
“

, ‘, “‘x
, 。,

一 p (x )S (x )0
。

(x )0 (戈
, t )一 T

。
P‘,

(x )
u *。, ,

(x )0 (x
, t) }d 口d t

+ 。 (0 , l
。 p ‘x ,

“‘(x
, 。, 〔
合
一 (x

, 0 ,
一

‘X , l一 (X
, 0 )J“

一巾〔U , g 」 (U〔H
, g 〔E )

定理 2 设U 肠
一 〔时

,
0月 ,

是问题 (一 ) 的解
,

则对任意给定的 g 〔E
,

有

(5
.

8 )

巾 [ U ; g 〕> 中〔U
肠 ; g 」 (U〔H )

这里
,

等号当且仅 当U ~ U 肠
时成立

.

(5
.

9 )

证明 当U 签
是问题 (一 ) 的解时

,

U 荆 是问题 (一)
‘

的解 , U 〔H 时
,

U ( H
‘ .

故由定

理 1
、

(5
.

5) 及 g (t) 和‘(a) 的定义
,

我们有

巾 [U ; g 」一中 [U 劳 ; g 〕

G (a )[ K (U
,

)一尤(U
关 ,

)〕d a 》o (U 任H ) (5
.

10 )

并且
,

等号当且仅当U = U 爷
时成立

,

证毕
.

如果矶铸 o , 9 笋 0 ,

我们设

K 、(U
‘
) == K (U

‘

)+ K 。(U
‘
) ; 巾 ; [U , 习卜。 [ U , 夕〕+ 中, [U , 习及 (5

,

1 1李
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式中

K
。

(U
,

)一合l
。

(C
‘, ! ! 。 :

, ! ”J“‘+ Q! , ““, 一 J
‘

, d B

。
。

。。 , 。
卜合(了l了

g (才+
·

巧
。、(C

! , 一(X )二
, !
(/

, ‘)一(/ )“
!
(X

, · ,

(5
.

12 )

+ Q
‘,
(x )0

, ,
(戈

, t )
n ‘
(x )歹(x

, :
)}J B J才d

:

于是
,

用K
:
(U

‘
)代替K (U

,

)
,

用小 , 仁U ;
创代替小〔U , 创

,

财容易证明
:

定理 1

结论仍 成立
.

(5
.

1 3 )

和定理2 的
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