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,
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摘

本文用插值摄动法汇1 ,求解几个非线性问题
。

关健饲 插值 奇异摄动法 非线性

算例表明
,

本文方法有很好的精度
.

一
、

问题的提法及算例

本文在文仁1 」的基础上用插值摄动法求解几个非线性问题
.

其大要为
:

引入插值函数
,

用摄动法求得该插值函数后
,

再用精确的方法去求取原来的未知函数
.

文中有三个算例
.

算

例表明
,

对于弱非线性问题
,

本文方法具有很好的精度 ; 当非线性不是很弱时
,

精度也还不

错
,

特别是
,

该法有时甚至比多尺度法还更好些
.

算例 1 我们考虑圆球在粘性流体中的下落运动
.

假设圆球的质量为 m ,

其所受流体的阻

力与球的速度的平方成正比
, g 为重力加速度

,

则球的运动方程为

于
川d ” / d ‘一挑g 一秃

·”’

、” (r ) = 0 (r = 0 )

(
r
) 0 ) (1

.

1 )

(1
.

2 )

这里
,

k
,

为比例常量
,

设拼~ 杭/ m
,

并设

t = :
双而丁

,
犷 = ” / 双石石了

则得
〔“’

{
d 犷/ d t + V

“
~ }

犷 (o ) = o

(才> O)

为了用摄动法求解式 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )
,

我们把式 (1
.

3 )中的非线性项犷
2
乘以小参数

。

动法求得解后再令
。= l)

,

于是式 (1
.

3 )变为

d 犷 / d 才+ ￡F “= 1

把 式 (1
.

5 )改写成

d 犷/ d 才一 1 一。V “

(1
.

3 )

(1
.

4 )

(用摄

(1
.

5 )

(1
.

6 )

由于 1 与 ( 1 一。V
“

)很接近
,

我们引入插值函数之j( 约
,

它与 1 及 (1 一 : V
Z

)的接近程 度 相 同
,

即令

1 中南工业大学
,

长沙 4 1。。8 3

1 0 4 1



1 0 42

{
l 一 夕一 K

袁 锰 吾

(1
.
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夕一 (l一 。犷
z

)一 K (l 一 。V (1
.

8 )
、

l了
‘、

式中 K (t) 为待求的函数
.

由式 (1
.

7 )
、 一 8 )可得

{
K = 。犷

“

/ (2 一
。犷

2

)

万= l 一K

(1
.

9 )

(一 1 0 )

由于K = O (
。
)是微量

,

准确至O (
。
)

,

我们有

尤 = 尤
, 一生

。(犷
。
)
2
+ o (。

,

)
2

(1
.

1 1 )

式中 犷
”

为
。= 0时的犷的数值

,

即

严/dt -

“
厂(0 ) = 0

的解
.

显然有

犷
0
= t

将上式代入式 (1
.

1 1) 得

K
劳 = 。才“/ 2

代入式 (1
.

1 0) 得
夕= l 一￡t

么

/ 2

于是
,

我们用摄动法求得了函数 K 及夕的近似值
.

在此基础上
,

现在我们用精确的方法去求取原来的函数 犷(才)
.

得

, = 1 一 。犷么/ (2 一
。犷

2

)

于是得

V = 斌 2 (夕一 r)/ (
。, 一 2 。)

将式(1
.

1 4 )代入上式
,

并令
。= 1得

犷 = 双万双I耳不而了

这就是用插值摄动法求得的式 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )的近似解
.

式 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )的准确解为
〔2 ’

犷一 (1 一 e x P [ 一 2才1 )/ (1 + e x P〔一 2矛」)

用正则摄动法求得的式 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )的三阶近似解为
‘“〕

(1
.

1 2 )

(1
.

1 3 )

(1
.

1 4 )

将式 (1
.

9 )代入式 (1
.

1 0 )

(1
.

2 5 )

(1
.

1 6 )

(1
.

1 7 )

1
。

.

2
二

1 7
厂 = t 一 丁

~

犷 十丁; r 一
一下下二 r

’

j 1 0 J I O
(1

.

1 8 )

为了检验本文近 似解式 (1
.

1 6) 的精度
,

我们在表 1 和图 l 中将它和准确解(1
.

1 7 )进行了

比较
.

在图 1 中我们还描绘了正则摄动法的三阶近似解式 (1
.

1 5)
.

从表 1 和图 l 可见
,

本文

结果与准确解还算相当符合
.

才( 0
.

8时
,

最大误差仅为 4
.

9 肠
.

在整个运动过程中
,

其最大误

差也大于 41 肠 (当 t”二时)
.

正则摄动法的三阶近 似结果则差多了
.

当 才二 1
.

5时
,

其误差已达 4 6
.

5 肠
,

而本文此时的

误差仅为 1 3
.

7 肠
.
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表 1

文16文16准
式(1

.
本
式(1

.

准 确
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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图

二
、

算 例 2

兹考察下列边值问题

{
xd

u / d x + “ + 洲d u/ d x = 0

u
( 1 ) = 1

( 2
.

1 )

(2
.

2 )

将式 ( 2
.

1) 改写成
% d “

, ,

d “

一 一
. -

丁一
-

一 1 个
艺一二一

“ a X a X
( 2

.

3 )

引入插值函数 , ,

(劝
,

并令

{{
, 一 l一K

I

+ 。d “ / d x 一夕 : ~ K
l

( l + 。d “/ d x )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

由式 ( 2
.

4 )
、

( 2
.

5 )得

{
凡一斋/ (

2 + ·

斋)
脚一 l + K

,

( 2
.

6 )

(2
.

7 )

先用摄动法求 , ; 及K
, 的近似值

.

准确至O (
: )

,

式 (2
.

6 )可简化为

K , 二 K 竺~ (e/ 2 )d u0 / d 、 + O (护 ) (2
.

8 )
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式中 砂为
。= o时的u值

,

即

黑犷
“一 0

}

的解
.

显然有

u0 = x 一 1

将上式代入式(2
.

8 )
,

再代入式 (2
.

7 )得

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

。 :

一 1 一上
。x 一 2

+ o (。
2

U
一

2

用摄动法求得了尤
, , , : 的近似值后

,

现在

将式(2
.

的代入式(2
.

7 )得

(2
.

1 1 )

我们用精确的方法去求取原来的函数
“
(劝

.

￡d “/ d x

y l ~
1 . T

.

万布丁二了万了丈二
‘ 门一 。““ / “人

于是得
。d “/ d % = (2刀

j 一 2 ) / (2 一 万
,

)

将式 (2
.

1 1) 代入上式得

d “ 一 ￡x 一 2

￡
习万 = 不蔽牙万丁

将上式积 分
,

并利用边界条件(2
.

2 )得

I了「
.

_ ,

l x 、
.

_ 1

2 1 、〕
“~ ‘一V 含L

“’n
‘

气万奋下百夕蓄) 一
“‘n

一

气万不币万月 (2
.

1 2 )

这就是我们用插值摄动法求得的式 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )的近似解析解
.

现在
,

我们试探用 多尺度法求解式 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )
.

这个问题属于边界层型问题
,

函数
。

在x = 0附近变化激烈
.

引入自变量

雪= x ,

占= x / 。 (2
.

x3 )

并令
u = u 。

(雪
, 占)+

: u ;

(占
, 亡) (2

.

14 )

则有

d 。/ d x = (1 /
。
)口

。/ 口雪+ 口。 / 口互 (2
.

15 )

代入式 (2
.

1) 得

。
G 尝

+

斋)
十· + 洲

(专备
+

蛊)
一 0

(2
.

16 )

将式(2
.

1 4 )代入
,

令
。的各次幂的系数为零得

亡au 。

/ 口占= O

:

誓
+ “

鲁
+ 一 + 一

鲁
一 0

。

誓
+ :

一

誓
+ 一+ 一

鲁

(2
.

1 7 )

(2
.

1 5 )

日“
。 .

日u n

十“‘
万歹 十 “。-

死 ~ 。 (2
.

1 9 )

由式 (2
.

17 )得
。。= C (g ) (2

.

2 0 )
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将上式代入式 (2
.

1 5) 得

夕
。 ,

/a 省- 一亡d C / d雪一 C (亡)

故应有

(2
.

2 1 )

;

尊
+ c _ 。

a S

(2
,

2 2 )

否则
,

比值“ ; / 。
。

当省。 oc 时无界
.

由式 (2
.

2 2 )得

~ C
n

七 ~
一二 ,

‘

式中 C
。

为任意常数
,

由条件编(l) ~ 1得C
。
= 1

.

故有

1
““= 万 (2

.

2 3 )

由式 (2
.

2 1 )
、

(2
.

2 2 )得
“ :

, C ;
(亡)

将式 (2
.

2 4 )
、

(2
.

2 3 )代入式 (2
.

1 9 )得

d C ,

/’d 亡+ 互
一 ‘

C
,
= 互

一 ‘

积分
,

并利用条件
。 ,

(l) ~ 0得

(2
,

2 4 )

雪
一 ‘一亡

一“

2
(2

.

2 5 )

联合式 (2
.

2 3 )
、

(2
.

2 5 )最后得
u 一 x

一 ‘
+ 。

(x
一 ’一 x 一 3

)/ 2 + O (。
2

) (2
.

2 6 )

这就是用多尺度法求得的式(2
.

1 )
、

(2
.

2 )的一级近 似解
.

式 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )的精确解为
『“’

。= (1 / 。)(一 x + 斌牙干瓦干万‘ )

为了考察本文结果的精度
,

在表 2 (
: = 0

.

1) 及表 3 (
。~ 0 中把本文近似解式 (2

.

12 )与精确

解(2
.

27 )进行了比较
,

表中还列入了多尺度法的一级近似解(2
.

2 6 )
.

从表 2 可见
,

当 ￡
很小

(
。~ 0

.

1) 时
,

本文近似解有很好的精度
,

并优于多尺度法
.

表 3 则表明
,

即使非线性不是很

弱 (
。~ 1)

,

本文近似解的精度仍然不 错
.

多尺度 法此 时的一级近 似解(2
.

2 6 )则差多了
,

其
。
值

随 x 的变化规律也不同
,

当二逐渐增大时
, 。值逐渐减小

.

表 2 (。 = 0
.

1 )

一
_

一

{ 准 确 ⋯ *
“ * ⋯ 多尺度

卉 } = 卜I O q 咋 、 l 产卜
尸尹、 l 二卜 I , , ‘ 、

l 决、、‘
。

‘ . j l 曰
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}一
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一
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·

0 1 1 ! 王 } 王

“
·

9 ⋯
王

·

099 6 {
主

·

1 05 2 ⋯
王

·

0 9 81

0
·

8 }
1

·

2 1 9 5 ⋯
1

·

2 3 5 1
}

王
·

2 1咬8

”产了 ⋯
立

·

3 666 ⋯
l

·

3 98 9 1 1
·

3 5 4 2

{
.

⋯
:

灌
一

⋯
‘

参诊

表 3 (。= 1 )

粼
一

琴份
一

分
1

.

3 028

1
.

3 7 7 6

1
.

45 78

1
.

5 43 6

1
.

63 49

1
.

7 321

1
.

4806

1
.

62 3 0

1
.

7 83 6

1
.

96 1 2

2
.

15 3 0

2
.

3 5 10
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.
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三
、

算 例 3

兹考察初值问题

{
d
“”
/ d t Z 一 u + 。u 4

= O

·
(0卜

,
,

斋
(。) -

(3
.

x)

(3
.

2 )

将式(3
.

1) 改写成

d Z“ 。
。

一 万丁犷 / 材= l 一 七幼
‘

U 盛一
(3

.

3 )

引入插值函数y : ,

并令

1 一夕2 = K
: , : 一 (1一 。u 3

)= K
Z
(1一 。u 3

)

则得 {尤
“

-

一

万2 一 1

。u 3

/ (2 一
。u 3

)

一K
Z

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

式 (3
.

5 )可简化成为

K
Z
= K 萝二

。u 孟/ 2 + O (
。2

)

其中 u0 为
。 ~ 。时的

“
值

,

由式 (3
.

1) 得
u 。

= C : e x p [才j+ C
3 e x p [ 一矛」

(3
.

7 )

式中 C
Z ,

C
3

均为积分常数
.

将式(3
.

8 )代入式 (3
.

7 )再代入式 (3
.

5 )的左边
,

对
“
求解得

u = (C
: e x p [ t」+ C

3 e x p [ 一 才〕)[ z 一 (
。
/ 6 )(C

Z e x p 〔t〕+ C
3 e x p [一 矛〕)

”

〕

+ O (
。 2
) (3

8 )

C
Z e x p [r ] 一C

3 e x p [ 一 t」

〔
1 +

合
·
(C

Z e x p :才〕+ C
3e x p 〔一 ,〕)

3

〕
! / 3

_ 。
(C

Z e x p 〔t〕+ C
3 e X p [ 一 t〕)

3

(C Z e x p 〔t〕一 C
3 e x p L一才」)

El + (
。/ 2 )(C

: e x p [ 才」+ C
、e x p 〔一才〕)

“

〕
咭j 3 (3

.

1 0 )

由边界条件(3
.

2 )及上二式可求得

于C
Z

一仁‘+ “/ 6 + 6 (‘+ 2 “/ 3 )〕/ 2

、
C

3

= 仁1 + 。/ 6 一 b (l + 2 。/ 3 )] / 2
(3

.

1 一)

式 (3
.

9 )及 (3
.

1 1)即是我们用插值摄动法求得的式 (3
.

1 )
、

(3
.

2 )的近似解
,

它准确至O (
。
)

.

文 〔4 〕第 1 25 页也得到 了
。= 1时式 (3

.

1

{
u = 1 + a 。c o s (斌了。t + 刀

。

)
、

(3
.

2 )在
u 二 l附近的近似解

)

+

合
a :〔e o 。(2、、

一

。‘+ 2刀
。

, 一 3〕
(3

.

12 )

。 = 1一 7 a 孟/ 6

为了把它和本文结果相比较
,

我们取b = 一 0
.

6 0 14
.

将
“
(0) ~ 1

式 (3
.

12 )可得
a 。

一斌万 / 2
, 。)一 5 / 12 , 刀

。

= “/ 咬

于是
。

式(3
, 12 )成大

d u , _ 、

二石
~

LU ) = O = 一 U
.

匕U 1 4 1弋人
以 ‘
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。 _ 1 + 义互
C 。。

(巨竺区 , + 二、一粤(
。in

2 \ 1 2 4 / 匕 \

5材了
6

‘+ 3

) (
。= 1 ) (3

.

13 )

将
。” 0

.

r ,
b = 一 0

.

6 0 14代入式 (3
.

9 )、 (3
.

1 1 )得

= (0
.

18 7 6 e x P [ t〕+ 0
.

8 2 g le x P [ 一 t] )

·

!卜命‘
0

·

‘8 7 6 e X p 〔‘〕

+ 0
·

8 2 9 ‘e X p 〔一 ‘〕,
3

」 (3
.

1 4 )

“一‘0
.

‘8 7 6 e x p 〔‘卜 0
.

8 2 9 ‘e x p 〔一 ‘: 卜[
‘一

念(。
.

8 ‘7 6 e x p 〔, 〕

+ 0
·

‘2 9 ‘e x p 〔一 ‘〕,
3

〕 (
。二 0

.

1 )

1 1 )得

(3
.

1 5 )

将
。二 l及b = 一 0

.

6 0 1 4代入式 (3
.

9 )、 (3
.

2 一 2 , s

(2
.

2 o Zs e x P〔一 t〕一 0
.

Z O2 8 e x P [t〕
u = 一了

.

1
, _ _ ,

几不⋯万
.

而
! l 十于 (2

.

2 0 2 8 e X P L一 t」一 0
.

2 O2 8 e x P Lt」)
。

!
L 匕 J

(3
.

1 6 )

表 4 将本文结果式 (3
.

1 6 )和文 〔4 〕的相应结果式 (3
.

1 3 )做了比较
.

由于文 「4 〕的结果只适

用于
。 、 1 的情形

,

故表 4 中的 t 值只 取 到 t = 0
.

5
.

由表 4 可见
,

当 t《0
.

4 时
,

本文结果式

(3
.

16 )和文 〔4 ] 的相应结果式 (3
.

1 3 )基本一

致
,

但本文解法无文〔4」中的
“、 1的 限制 条

件
.

为了把本文近似解和准确解相 比较
,

我

们 需要求式 (3
.

1) 的准确解
.

表

本文
式(3

.

14 )
本文

式(3
.

1 5)

一 0
.

5966

一 0
.

5 111

一 0
.

4 2 7 2

一 0
.

3 45 3

一 0
.

26 5 2

一 0
.

1 86 7

一 0
.

1 094

一 0
.

03 28

一 0
.

04 3 5

一 0
.

1 20 1

一 0
.

1 9 7 5

准确
式(3

.

17)

表 4 (。= 1 )

本文
式 (3

.

1 6 )

1

0
.

9 3 5 2

0
.

8 61 8

0
.

78 13

0
.

69 5 5

0
.

6 06 6

文 [ 4 ]
式(3

.

1 3

1

0
.
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表 5 把本文近似解式 ( 3
.

1 4 )
、

( 3
.

15 )与准确解式( 3 , 1 7 )进行了比较
,

取
“一0

本文近似解有很好的精度
、

表 5 说明
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