
应用数学和力学
,

第18 卷 第10 期 (1 9 97年 i0 月)

A PPlie d M a th e m a t ie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

关于结构弯扭屈曲理论的修正
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摘 要

本文讨论和指出了目前结构弯扭屈曲理论中所存在的问题
.

从而得出结论
:

目前的理 论 限制

了结构的弯扭变形过程
,

使得变形过程受制于线位移与转角位移按一定的先后顺序产生
.

为解决

这一问题
,

提出了一种描述结构实际弯扭屈曲过程的新思路
,

从而导出了新的几何 关 系
,

建立了

新的势能变分方程和新的中性平衡微分方程
.

实例说明了修正后的理论与原理论的不同
.

关键词 弯扭屈曲 几何方程 转角 次序

引

18 9 9年M ic hel l首先发表了关于解决弯扭屈 曲问题的文章
L‘’,

他考虑的是一个窄矩形截

面梁的侧向屈 曲问题
.

后来T im o s h e n k 。 对这一工作进行了扩展
,

考虑了工字形截面中的

翘曲作用
〔“’.

继T im o s h e n k o 之后
,

W
a g n e r 考虑了具不对称截面或单轴对称截面结构的

弯扭屈曲问题
L们 ,

从而形成了 目前所普遍采用的一般理论
〔3 ’, f s 二’“ ‘’.

自
「

w
a g n er 至今

,

所

有关于结构弯扭屈曲问题的研究均基于该一般理论
““一 ‘“’.

弯扭屈曲结构的位移如图 1所示
.

X 和Y轴分别表示弯扭杆件横截面上的两个主轴
,

了 轴 表示中心轴
,

坐标原点在横截面

的中心
.

剪切中心 为 S (x
。, 夕。)

.

弯扭杆件的横截面绕垂直于横截面的剪切中心轴的转角记

吸
尸

图 1 位移与转角示意图

1 澳门大学科技学院
,

澳门 3 0 0 1 茸

9 1 1



时么 鄂 国 康

为叻
.

沿X : ,

Y 。和Z :
轴方向剪切中心的位移分别记为

“,

弯扭杆件横截面上任一点尸 (x
,

功的位移被表示为

“ , = u 一叻(, 一夕
。

)
, ”, = 。+ 价(% 一 x 。)

。和。: .

在目前普遍采用的理论中
,

(1
.
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切 , 二切 ; 一 。‘[ x 一 x 。

一叻(, 一夕。)」一 。‘[刀一 g 。+ 叻(义一 x 。

)〕+ 。叻,

从上式可导 出在中性轴不可压缩条件下尸点的正应变为
:

}
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式 (1
.

2 )中A 是横截面面积
, p 。

是剪切中心到薄壁杆件横截面上过中厚度点切线的距离
, :
是

中厚度线距离
, 。是翘曲位移

,

( )
/

表示 ( )关于
z 的导数

.

基于式
·

(1
.

2 a)
,

可导出具单轴对称截面的结构在弯矩 M
:

和轴力N 作用下的弯扭屈曲势

能变分方程如下
{ “ ’:
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式中Q , 和q , 分别是沿夕轴方向作用于梁一柱结构上的集中和 分布荷载, 夕。和加分别是荷载Q
,

和外到中心轴的距离 ; E 是弯曲弹性模量 , G 是剪切弹性模量 , 几
,

I , ,
J和I

。

分别是截面的

惯性矩
、

惯性极矩和翘曲常数 ; : 丢= (I
:

+ I,
)/击 A 是梁一柱结构的横截面面积 ,

“
,

一}
, 。(‘

2

+ “2

)“A 一 2“。

通过对式 (l
.

3 )进行变分运算
,

可导出屈 曲位置的平衡微分方程如下甲
’:

(E 几ul, )l, 二 〔N (
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~ 旦设定了位移
。和扭转角动的形 函数

,

就可由式 口
.

3 )或式 (1
.

4 )求得屈曲临界荷载
.

目

前的结构弯扭屈 曲理论正是基于式 (l
.

‘
)

、

(1
.

2 )
、

(1
.

3)和 (l
.

4 )
.

二
、

目前理论中存在的问题

在以下分析中
,

假设
u , ”和中为 小变形量

.

如果定义原剪切中心轴
,

即变形前的剪切中心轴
,

为横截面绕其转动角度叻的轴
,

定义

位移。 , 。分别为横截面上剪切中心沿X 泞 ,
y :
轴方向的位移

,

那么根据截面转角产生的先后

次序
,

横截面上任一点尸 (x
,

功 的位移大致可用两种途径求得
.

第一种途径是
,

横截面先绕原

剪切中心轴转动功
,

然后再分别绕X : ,

Y :
轴转动 一。

‘

和。 ‘ .

第二种途径是
,

横截面先绕X 。 ,

Y S
轴分别转动 一。 ‘

和
。 ‘ ,

然后再绕原剪切中心轴转动叻
.

第一种途径的转动次序是
: 功

, u ‘ ,

。 产 , 第二种途径的转动次序 是
: “‘ , v ‘ ,

叻
.

有趣的是
,

不同的转动次序所导 出 的 尸(x
,

刃

点的位移也不同
.

下面分别讨论 之
.
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1
.

如果转动次序为
:

价
, “‘ , v ’ ,

则变形后P (二
,

功点的坐标为

X
, 一 U + T 汀

。
T , (X 一X O) 十X

。

(2
.

la )

式中X
,
是变形后点尸的坐标矢量

; X
。

是剪切中心在坐标系O X 了Z 中的坐标矢量 , T
。 ,

T
。

和

T , 相应于转角
u ‘ ,

一。 ‘

和价的坐标转换矩阵
.

式 (2
.

la) 用到了小变形假设
.

如果仅保留到二

次项
,

则这些坐标转换矩阵及坐标矢量可表示为
:
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在下面 的讨论中
,

代数式
.

叻)表示 “ 产 , 。 ’

和价的乘积及其高次项乘积的某一

将式 ( 2
.

lb) 代入 (2
.

la) 可得出如
一

下变形后尸点的坐标
:

x , = x + u 一 沪(y 一夕
。

) + u / z + f
。 1

(
。2 ; u ‘ , 。 ‘ ,

功) ( x 一 x 。) + f
。 :

(。
2 , u 产 , v ‘

夕, 一刀+ 。 + 功(x 一二
。

) + v / z + f
。 :

(
: 2 , 。 ‘ , 。 产 ,

叻) (二 一 x 。
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a ‘

(
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。
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,
i

2
.
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这里
二二 0

.

如果f
。 : ,

f
。 2 ,

f
。 3
和ja

‘

被略去
,

式 ( 2
.

I c) 就是 目前理论的基础
.

2
.

如果转动次序为
: “ / , 。 / ,

叻
,

则变形后尸 ( x
,

功点的坐标为

X , = U + T , T 。T 。

(X 一X
。

) 十X 。

将式 (2
.

lb) 代入 ( 2
.

2 a) 可得变形后尸点的坐标如下
:

x , ~ 戈 + u 一叻(, 一 y o

) + u ‘: + f。
,

(
。2 ; u ‘ , 。 ‘ ,
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)
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式 ( 2
.

2 b) 不同于式 (2
.

I c)
.

f
。

.

通常不同于f 。
. 。

以上似是而非的奇怪现象实际上是由目前理论对结构弯扭屈曲过程 的错误描述或误解造

成的
。

当转动轴的定义给定之后
,

不同的截面转动次序 导致不同的结呆
,

这种现象说明
,

结构

的屈曲是与转动次序有关的
.

换句话说
,

目前的理论仅适用于某一转动次序
。

按以
_

}: 分析
,

它仅适用 于 功
, 。 ‘ , “ ‘

或价
, ” ‘ , “ ‘

这样的次序
.

总之
,

先产生绕原剪切甲心轴的转动
,

再

产生绕其它轴的转动
。

这不符合结构弯扭屈曲的实际行为
.

实际
一

卜
,

属曲过程是与转动的产

生次序无关的
,

也就是说在屈曲的发生过程中各种转动是同时发生和发展的
,

并在该过程中

相互作用
.

因为 目前的理论 隐含地将一个转动次序赋予了屈 曲过程
,

从而意味着变形量 价
,

“‘ , ”‘或功
, “ , “

是在一个一个地产生
,

下
一

;它们之间的相互作用没有被正确地考虑
.

这些问题

就是本文
一

下面要解决的
.
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三
、

对几何方程的修正

从以上讨论可知
,

问题在于人们对结构弯扭屈曲过程的误解和错误猫述
.

为了解决这样

的问题
,

必须找到一种方法使得位移
“ , 。 ,

继而转角
。 ‘, 。‘和转角叻同时发生与发展这一物

理事实用数学手段描述出来
,

描述的结果反映在对变形后P (x
,

功 点坐标的正确表达上
.

否

则
,

无论如何定义
“ , v和价

,

上述矛盾均无法回避
.

在下面的讨论中
,

不再采用小变形假设
,

小变形假设只作为 ~ 种特殊情况
.

开始解决问题之前
,

首先要给出
。 , 。 和功的定义

,

然后找寻一种数学方法来描述
“‘ , 。产

和功的发展过程
,

使得
u ‘ , 。 ‘

和价同时发生与发展
,

从而使以后导出的结果与
。‘ , 。‘ 和叻的发

生与发展次序无关
.

横截面转角功定义为横截面绕剪切中心轴的转角
.

位移
“和。 分别定义为横截面剪切中心

沿X 。 ,
Y 。
轴方向的位移

.

在变形过程中
,

剪切中心在移动
,

从而剪切中心轴也在移动
,

这

里定义
,

剪切中心轴为通过剪切中心且平行于 变形前剪切中心轴的轴
,

记之为
z 。 .

在变形过

程中
,

原点总是在剪切中心且分别平行于X
。 ,

Y
。

轴的轴分别被记为 x : , 夕。 轴
.

在变形过程

中
,

原点总是在截面中心且分别平行于尤
,

Y
,

Z 轴的轴被记为x, 夕, z 轴
.

显然x : , ,
勺和

x 尹分别构成了直角坐标系
,

且
“ ‘ ,

一 v ‘

分别是横截面绕夕
:

和xs 轴转角的正切
.

叻
,

一 。‘和“‘

的发展分别是从 O到叻
, o到 一 。 ‘

和 。到。‘ .

将每一区间【0
,

们
,

仁o
,

一。 ‘

〕和 【o
, u ‘

」分别分

成
,
个子区间

,

每一子区间的长度分别为功/
” ,

一 ” ‘

/n 和
。‘

/n
.

假设剪切中心位移
“ , ” 和截面

转角叻同时经过
n步达到最终值

,

每一步的增值分别为功/n
,
一 v /

/n 和
。 ’

/n
.

为了不失一般性
,

第一步不考虑沪/n
,

一 v ‘

/ 。和 u ‘

/ 。的发展顺序
.

在第一步之后
,

各转角分别从零增到了功/n
,

一。‘ / n
和

“ ‘

/n
.

因为对较大的
。值

,

叻/n
,

一 。 ‘

/n 和。‘

/ n
均很小

,

故参照式叮
.

Ic) 或(2
.

2 b )
,

暂不考虑翘曲位移
,

第一步后尸(x
,

川点的坐标为
:

:

一
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普
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青
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.

1 )

式中a是反映式 (2
.

Ic )和 (2
.

2 b) 差别的参数
,

f
; ,

f
: ,

f
。

和八是
u ‘ , 。 ‘ ,

叻的 乘积及其高次

项乘积的代数式
.

任意参数
a 及f

, ,

f
Z ,

f
:

和八项的引入是为了表 明 式 (2
.

Ic )
,

式 (2
.

2 b) 或

由其它转动次序所导出的变形后坐标表达式均可用于下面的推导
,

因为不同的转动次序仅能

影响到二次及二次以上项的不同
.

式 (3
.

1) 可 以用下式表示

U
.

~
, , , , , 、 . , ,

U
.

/
, .

1 ~
.

1 ~ 、
, , ,

人 , ’“ 下 十 z 以人 一人
。
)十 人

。

一 下 十U 十万 2 ‘
十矛 2 2

)戈人 一人
。
)十人 (3

.

2 )

式中矩阵T
,

= T (
。 ‘

/n
, 。 ‘

/n
,

叻/ ,
); 矩阵T

:

的元素是, ‘ , 。 ‘ ,

叻的乘积及其高次项乘积的代

数式 ,
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夕尹

幼
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.

中�尹

1
.

...‘0
1
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厂.....�

一一
�才
.

X , , 一X
。
一U / 。是由于横截面发生转动

“ ‘

/n
,

一 口 / O 」

一。 产

/ n和沪/ 。后 引起的点尸 ( x ,

川坐标的变化
,

它实际上是矩阵算子 T
。

作 用 于 X 一 X
。

尸 (% ,

川坐标的变化
,

即X 尸 : 一X
。一 ZU /n

,

可得

X , : 一Z U / 。 + T 轰(X 一X
。

) + X
。

X 尸 3
= 3 U /n + T 之(X 一 X

。

) + X
。

的结果
.

第二步之后
,

由于横截面转动而引起的点

实际上是T
。

作用于T
,

(X
一X

。

)的结果
,

依次类推
,

} ( 3
.

4 )

X , 。
二U 十 T : (X 一X

。

) + X
。

u , 。和叻同时发生意味着
n 、 ,

,

这将使屈曲过程与
u 尹 , v /

和必
,

或
“ , 。

和功的发生与发展顺序

无关
.

因为

怒职气鳃 (I+ 扣l+ 夕护
一ex P[ TI 〕 (s. 5 ,

所以在结构产生了位移
。 , v , 二 。和转角

u ‘ , 。 ‘ ,

叻之后
,

点P (二
,

川 的坐标为

X , = U + e x p 【T
,

」( X 一 X
。

) + X
。

( 3
.

6 )

对小变形情况
,

X 尸
可近似表达为

X , 一U + ( I + T
,

+ T 全/ 2 ) (X 一X
。

) + X
。

( 3
.

7 )

将翘屈位移。功
’

引起的坐标变化引入式 ( 3
.

7 )并注意到
二 ~ 0 ,

最后可得点 尸 (x
,

川 的位移如

下 :

u , = 二尸 一戈 ~ u 一叻( , 一 万
。

)一 (叻
2
+ u ‘“

) ( x 一 x 。

) / 2 一 。产v /

(夕一夕
。

) / 2

。尸~ 夕尸一夕= v + 叻(义一 x 。

)一
。‘。 ‘

( x 一x 。

) / 2 一 (价
2 + 。‘“

) (万一夕
。

)之之

。 , = 二 , 一 2 ~ 却。 一 u /

〔x 一 x 。
一功(刀一 , 。

) / 2 〕一 。 产

〔夕一刀
。

+ 功( x 一 x 。

) / 2 」+ 。价
产

= 二 一 u ’

(义一功, / 2 ) 一
v ‘

(刀+ 叻x / 2 ) + 。叻
/ }

( 3
.

s a )

式中却是截面中心的纵向位移
,

它可表示为

功 = 切。 + u ‘

( x 。
一价刀

。

/ 2 ) + 。 ‘

(夕
。

+ 功x 。

/ 2 ) ( 3
.

sb )

以土推导过程与转动或位移的产生及发展顺序无关
,

使得变形 叻
, u , v , “‘和v ‘

同时产生和

发展
,

这是与结构的弯扭屈曲这一物理行为相符合的
.

点尸 (x , , )处的变形后单元长度可用
。 , , v , ,

和田 , 的变化率表达如下
:

( 1 + : p

)d : ~ 斌(d 二+ 田二d z
)
“

+ (
u 二d 二 )

2 + (
v乡d :

)
么

( 3
.

9 )

式中勺是 点 尸 ( x ,

川处的正应 变
.

将式 ( 3
.

8a )代入式 ( 3
.

9 )可得点P (火
,

川处正应变的表达

式如下
:

“尸= (脚
‘
一 x u l/

一 , 。“ + 。功
l/

) + [ u ’“+ 。 ‘“+ ( x 急+ , 丢)功
’“

j/ 2 一 x 。。 /

功
‘+ 刀。u 产

必
产

一 二

{
x 。

。
/ 2 +

遣
一

(。
一

,
/
一 )」

一。

!
。。

,
产

卜省( ,
。

一 ,
/ 。 产

)〕
+

合‘
x Z + 。

2

,“
2

( 3
.

10 )

式中略去了三次及三次以上的项
.

因为几何关系是独立于材料性质的
,

所以式 ( 3
.

5) 和 ( 3
.

10) 实际上适用于任何材 料 构成



91 6 鄂 国 康

的结构弯扭问题
,

如例弹性材料
、

塑性材料等
.

四
、

势能变分方程的修正

结构的总势能为U , 一U + 厂
,

其中U是结构的应变能
,
犷 是荷载势能

,

它们可分别表示

U 一

合{
:

l
,
‘a

·“· + 了·v ·
’““d “

二

一 l:
(。

, 一 + 。一 )d一乙 ‘Q
,
一 + Q一。一M

:

崎 ,{ (4
.

1 )

式中Q
:

和q :

分别是沿 Z 轴方向作用于结构上的集中荷载和分布荷载 , 。 , ,

介和 , ,
分别为 尸点

的正应力
、

剪应力和剪应变
.

变形后的平衡条件要求对所有虚位移面
,

加
,

己二和娜满足 dU , = o ,

即满足虚功原理
.

对中性平衡 (即屈曲) 来说
,

有

生 护u
,

= 李闭
: u + 护犷 )~ 。

2
一

Z
’ (连

.

Za )

式中护U / 2和护犷/ 2可表达为

扣
2“一

韶
:

l
,

抄
:

一式

(da 尸d。尸 + jr , d夕, + a , d
Z : , + : p d Z, ,

)d A d s

(g
, d

Z 。。+ g :

d
Z。 。

)d
: 一乙 (Q

r 6 2 。。+ Q
:
占

2 叨。一M
:
d

Z。寿)

(4
.

2 b )

(4
.

Ze )

式中

、扭、
.

J

P下
戈曰G

加尸一乙切
/
一 x d u “

一万j。
“ + 。占功

“

d , , = p o
j功

‘ ,

d a , = E 乙: , ,

乙: , =
(4

.

3 a )

d Z : , = d。
‘“+ d 。

‘名+ (x 丢月刀丢)d必
‘“
一 Z x 。

占”
‘
j功

‘+ 2夕。占。 ‘乙功
‘一火〔2 义

o
d功

‘“

+ (占功占
。“ 一澎必

‘
d 。

‘

)〕一叭 2 , 。
d功

’“一 (占功乙
u l, 一占功

‘
乙。

‘

)] + (
二2 + , “

)d功
‘“

扩v尸一 0 , a 尸 ~ N / A 十M
:

刀/ I
二 , 丁 , 二 o }

(4
.

3 b )

下面分两种情况讨论
.

(a) 轴压柱
.

对轴 压 杆 来 说
, 。 , = N / 且

,

M
:

二 q
:

= Q , ~ o ,

且 由 式 (3
.

8a )知 护二。

~ 夕田。= 0
.

假设在屈曲过程中
,

截面的中心应变为零
,

即假设杆件不可伸缩
,

从 而杆件是

在不变轴压N 作用下发生屈 曲
.

中心不可伸缩屈曲要求式 (3
.

1 0 )中的、
‘

与其它变形量
“ , 。和

功相比为高阶小量
,

故
一

可略去由式 (4
.

: b )所导出的项粤1E A 山
‘Z
d 二 .

丫 ’曰 F 以 / J ’

刊
’z ’ “

一
‘

~
‘

一
一 一

一 、 、 ’
‘

’ -

一
’

一 ‘
、

Z JL

如果将屈曲变形箱
。,

加
,

乃。
,

户褂记为佃
, 。 , 二 ,

必
,

则将式 (4
.

3 )代入式 (4
.

2 )可 得

抓
:
‘“‘

!一
2 十“‘

·”“ 2 十“功
‘2 +
口

。

‘
“ 2

,“
二

十
一

扒
_

从
。 ‘2 十 。 , “+ (

: 。
一

卜
一

二。。
一

。
浏

‘2 一、尸功
’

一

、
一

2。。、 ’

功
’

〕“: 一 。

(4
.

4 )
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:
二~ I

:

/ A
, ,
吞= I , / A

, , 丢= : 孟+ :
落

, :二= l
。“d A

式 (4
.

叼与 目前理论中相应的方程式
汇“ ’
并无差别

。

这说明这里对几何方程的修正并不影响轴

压柱的屈 曲行为
.

(b) 考虑轴压N 和弯矩M
:

作用下的单轴对称截面结构
,

此时x 。
= 0

.

从式 (3
.

8b )可知
,

护。 。二护。。= 0
.

由式 (3
.

8 a) 可知
:

少。
应二 一 (戈一 x 。

)(j
u ‘
乙。“ + d o l/ 乙。

/

)一 2 (, , 一 夕。)(d功d必
/ + d u ‘

d u l,
)

己2 。。= 一 (x 一 x 。

)乙
u ‘

d。
‘一 (刀

。一 , 。

)乙功
2

李 (4
.

5 )

占Z v 。= 一 (火一 x 。

)乙
u ‘

d。
‘一 (刀。一夕

。

)d功
2

式中刀, 是外载M
,

的作用轴到中心轴的距离
.

假设在屈曲过程中
,

中心轴不可伸缩及 y Z 平面内的的曲率保持为零
,

从而该梁一柱结

构在弯矩M
:

及不变的轴压N 作用下发生屈曲
.

在此条件下
,

屈曲位移加和 d 二 与屈曲位移加

和j功相比为高阶小量
.

记屈 曲位移 {乙“
,
占。

,
d 。

,
乙功}为 {。

, v , 切 ,

必}
,

则将式 (4
.

3 )
、

(4
.

5 )

代入式 ( 4
.

2 )可导 出如下中心轴不可伸缩条件下的单轴对称截面梁一柱结构的屈曲分析基本

公式
:

冬l (百z
, u 1, 2 + E l

。

功
‘, + 。, 功

, “
)、

二 + 冬l万 [。
‘2 + (

: 丢+ , 活)功
‘“+ 2。。。‘

功
‘

〕。:

乙 户L 乙 J 乙

+

抓
:

、 (功
“扩 一必

产“ 产+ 刀
,

功
, 2
)d

: +

合l
: 。,
‘,

。一。。 ,‘
Zd “

+

奋￡
: Q

,

(。
。一 , 。

)‘
2 + 卫丛业丛二里红立些兰二〕一

0

式中 “一}
, 。(“

“ + 。“)d A / I一 2”。

(4
.

6 )

式 (4
.

6 )中的第一个划线部分不同于式(1
.

3 )中的相应划线部分
.

式 (4
.

6 ) 中的第二个划线部

分是这里新增项
.

式 (4
.

6) 就是结构弯扭屈曲分析问题修正的势能变分方程
.

五
、

具单轴对称截面的梁一柱结构在屈曲位置平衡微分方程的修正

具单轴对称截面的梁一柱结构在作用于剪切中心 的荷载 (即刀。~ 夕。~ , , 一y 。

) 作用下屈

曲位置的屈曲平衡微分方程可用变分运算求得
,

即
,

使

d
Z
U

9

取极值的
u和功满足

{
:
户

’

(
z , “ ‘ , “一

)
+

苏(器)
-

叻
,

功
‘ ,

功
“
、d z

(5
.

1 )

_
_

丝
_

了
_

四
d z 、日u 产

aF d / 口F 、
,

尹 Z 口F 、
。

,

丽一丽气丽厂丽灭万了了 )一
U (5

.

2 )

由式 (4
.

艺a )
、

扩4
.

6 )
、

(5
.

1 )和 (5
.

二
)可得

(E l
, u //

)“ ~ [N (u ‘+ , 。

功
‘
)」

‘一 〔(M
:

必
‘
)
‘ + (M

二

功)
“〕/ 2 (5

.

3 a )

(百几功
“

)
“ 一 (召J必

’

)
‘
一 [N (

: 丢+ 此 )功
’

〕
‘十 (N g 。。 ‘

)
/

一 仁(万
: 、 ‘

)
‘ + M

: u 即

〕/ 2 + (M
:

刀
:

功
‘

)
‘

式(5
.

3 )就是具单轴对称截面梁一柱结构在屈曲位置修正了的平衡微分方程
.

线部分不同于(1
.

4 )式中相应的划线项
.

(5
.

sb )

式(5
.

3 )中的划
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六
、

算例与比较

l一首先考虑一个悬臂梁
,

其自由端分别作用一集中弯矩M和集中力 尸
,

设 脚= 夕, = 骗

= o ,

梁横截面为双轴对称
.

如图 2所示
.

八
、、ZJ

月�
.

IJ一

多一
州

卜

—
L 一一一- 一

叫 卜一

一
- J

一
刊

( a ) ( b )

图 2

因为式仁
.

6 )
、

与式 (l
.

3 )的区别仅在于划线部分
,

且对双轴对称截面梁一 柱 结 构 来说

刀
:

~ O,

所以
,

如果将
。 ,

功各采用一个形函数来近似
,

则只需比较式 (4
.

6) 与式 ( 1
.

的中划线

部分的积分结果即可
.

对悬臂梁来说
,

横向位移与扭转角可用下式近似
:

u = u 。[ 1一 e o s (二子/ Z L )〕
,

功= 协
。

[ 1一 e o s (二
z
/ ZL ) ]

式中
u 。

和必
。

分别是自由端剪切中心 (这里即截面中心 ) 的位移和截面扭转角
, L是梁的长度

.

将以上两式代入式 ( 1
.

3 )和式 (4
.

6 )可得下列相对屈曲荷载
:

M
e r

/ M
c r 。

= 0
.

7 5 4 ,

P
e r

/ P
e r 。

= 1
.

1 6 2

式中分子表示由本文所得方程 (4
.

6) 求得的临界屈曲荷载
,

分母表示由现有 ( 1
.

3 )求得的临界

屈曲荷载
.

2
.

另一个例子
,

考虑一个具双轴对称截面的简支梁
,

一种荷载状 况是在两 端 各作用一

弯矩M
,

另一荷载状 况是在跨中作用一集中力尸
.

这里仍设 , , = 万M = , 。

~ 0. 如图 3所示
.

卜一

—
L一一一一州 卜- - - 一 I

—
‘一洲

(b )

圈 3

横向位移和扭转角可假设为
:

u = u 。s i n (二
: / L )

,

功= 功
。s i n (二

: / L )

式中
“ 。和功

。

分别是跨中截面上剪切中心 ( 这里即截面中心 ) 的位移和截面扭转角
, L 是梁的

长度
.

将以上两式代入式 ( 1
.

3 )和式 (4
.

的可得下列相对屈 曲荷载
:

M
e r

/ M
e r 。 = 1 ,

P
e r

/ P e r 。

= 1
.

2 0 3

式中的符号与例 1 中的符号有同样意义
.

从以上两例可以看出
,

相对于式 ( 1
.

3 )所得的屈曲荷载
,

由式 (4
.

6 )所得的屈 曲荷载会增

减 20 肠左右
,

有时会保持不变
.
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七
、

结 论

1
.

通过对几何方程形成过程的详尽分析
,

讨论并指出了 目前结构弯扭屈曲理 论 中所存

在的问题
,

从而得出结论
: 目前的理论限制了结构的变形规律

,

使得结构的位移和转动只能

按一定的次序发生和发展
,

这与实际情况不相符合
.

2
.

提出了用数学方法描述结构实际弯扭变形过程的新思路
,

从而形成了新的 几何方程

并导出了结构弯扭屈曲分析的新程式
.

对 目前的势能变分方程和平衡微分方程进行了修正
,

从而得到了一组新的势能变分方程和平衡微分方程
.

3
.

这里得到的几何方程并未基于小变形假设
,

也就是说
,

几何方程(3
.

6 )也适用于弯扭

结构的大变形分析
.

这里的几何方程 (3
.

的
、

(3
.

7 )和 (3
.

5) 不但可用于结构的弯扭屈曲分析
,

也可用于弯扭结构其它方面的分析
,

如受力分析
、

动力分析
、

弹塑性分析等
.

4
.

在势能变分方程中引入了新的一项
,

用通常的几何方程难以将该项考 虑 进去
.

在式

(4
.

6) 中的这一项反映了由于外弯矩作用线偏离剪切中心而对总势能的影响
.

5
.

实例说 明了用新 旧方程所得临界屈曲荷载的差别
.

比较说明
,

用新方程所得 的 临界

屈曲荷载有时会增大
,

有时会减小
,

也有与旧方程所得结果相同的情况
.

修正的中性平衡微

分方程 (5
.

3 )
一

与原来的中性平衡微分方程 (1
.

劝相比较可知
,

如果结构的内弯矩为常数
’

,

修正

的中性平衡微分方程 ( 5
.

3 )就 与原中性平衡微分方程相同
.

在此情况下
,

如果假设的位移形

函数正确的话
,

用新 旧变分方程所得的临界屈曲荷载应该相等
.

例 2 中受纯弯作用的简支梁

就属这种情况
.

但在例 1 中
,

对受纯弯作用的悬臂梁来说
,

由新旧势能变分方程所得到的临

界荷载却不相同
,

由修正的势能变分方程所得的临界屈 曲荷载值小于由原来的 方 程 所 得的

值
.

这种现象是由例 1 中所假设的位移形函数不精确引起的
.

6
.

如果没有外弯矩或横向力作用于结构上
,

方程 (4
.

6 )
、

(5
.

3 )分别与方程(1
.

3 ) (略去

与 v
有关的项 )

、

(1
.

劝相一致
.

这说 明
,

修正只涉及到与弯矩和横向力有关的项
.

7
.

这里提出的思路和方法同样适用于曲梁的侧向稳定性分析和弯扭受力分析
.

不 难 将

这里的结果进行推广用于修正曲梁的侧向稳定性分析和弯扭受力分析理论
.

作者感谢
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