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摘 要

本文以泛
犷

复变函数为工具
,

成功地构造出多项式型空间调和函数族
,

通过坐标变换和正交化

过程
,

进而又获得了球函数
.

关幼词 泛复函 调和函数 球函数

一
、

引 言

调和函数是物理学中应用极为广泛的一类函数
.

借助复变解析函数这一工具
,

人们完全

掌握了平面调和函数 ; 通过分离变数并求解 8 七u r m 一L to u vi lle 方程
,

人们又获得了球坐 标

和柱坐标的调和函数
-

一球函数和柱函数
.

自然会问
:

是否存在类似复变解析函数那样的函

数
,

从它出发可以 直接导出空间调和函数族 ? 有无新的方法获得球函数 ?

80 年代初出现的泛复变函数这一新的数学分支为我们寻求上述 问题的答案提供了工具
.

此前
,

笔者 曾以泛复函为工具
,

成功地构造过二维双调和函数族
〔‘, ““,

本文则将继续利用 这

一工具
,

构造多项式型空间调和函数族
.

然后通过坐标变换并对变换后的函数族 进 行 正 交

化
,

又成功的导出了球函数
,

包括勒让德多项式和连带 (缔合 ) 勒让德函数
.

二
、

由泛复函构造多项式型空间调和函数

空间直角坐标系下的调和方程是
:

切, 二

+ 切, , + 沪
: z

= o (2
.

1 )

为了寻求(2
.

1) 式的多项式型解
,

考虑以
: 二二 + 甸 + 二 为宗量的任意广义解析函数f(

“
)

一 f(x + 甸 + 二)
.

显然
,

要使f (u) 满足 (2
.

1) 式
,

除了八
。
= 。的特殊情况外

,

必须且只须
:

1 + k
Z
+ : 2

~ o (2
.

2 )

这里 九
, s是非实域的泛复常数

.

一 ’

按照泛复函理论
“‘J ,

只要 k
, : 满足 (2

.

2 )式
,

不仅任意广义解析的泛复函数 f(x + 勺 + sz )

必满足 (2
.

1) 式
,

而且它的实分
‘

也满足 (2
.

1) 式
,

即它们 必为空间调和函数
.
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考虑最简单的广义解释函数
“” = (

x + 勺 + s
司

”

(
。一 0 , 1 , 2 ,

⋯)
,

找二项式定理
,

不难

将其展开为
:

n 介 一 们名

u “

~ 乙 E C 份C 蕊
一 。x

” 一 ‘ 一 ‘, ‘z ‘k ‘S“ (2
.

3 )
仍 = 0 王. 0

考虑到 (2
.

2 )式
,

k ‘s 仍 (m = o ,

⋯
, n ; l= o ,

⋯
, n 一 m )中只有(Z

n + 1 )个是独立 的
,

其

余均可化为它们的组合
,

例如
:

/
,

l
一 月一 m 〕、

. ‘二 O
。 · , ‘ 。

l

—
1 .

、 L 艺 」/

、2..

1
1

几
2 ‘s tn = (一 1)

‘

艺 C 盆
s , + Z q

q = 0

存
2 ‘十 ’: ‘ = (一 1 )

‘

艺 C Ik
s “ + 2 “

q . 0
(
‘一””

” 月一拼一 1

2

于是(2
.

3 )式可 以实分蛇为 2n + 1个分支
:

u ”

= 乙 (甲犷
: sN + 。令

: k“N ) + 切。。 s ”

(2
,

4 )

其中

切仁
: = 乙 C : 乙 (一 l)

‘C霖三。C是二
” 一
‘

一 2 ‘, 2 ‘: “

仇 + Zq “ 刀 卜 q

L
尸

切臂
: = 乙 C : E (一 1 )

‘C盖以C 里二
” 一 ‘ 一 2 ‘一 ’, , ‘+ ‘: ,

仍 + Z q . N 王二 q

切
。 。

= 乙 (一 1 )
‘C器, 2 ‘z “

价 + 2 王= 邪

(N = o ,

⋯
, n 一 1 ; L二 [ (

。 一 。)/ 2 〕
,

L
/
= [ (

n 一 。 一 1 )/ 2 〕) (2
.

5 )

这就是
n
阶多项式型空间调和函数族

.

三
、

球坐标
、

正交化和球函数

有意思的是
,

从上节导 出的
。
阶多项式型空间调和函数族 (2

.

5 )可以导出球函数族
.

首先
,

作球坐标变换
,

令

戈 ~ r s in oe o s切 , , == r s in 0 8 in 切
, z = r e o s 口

则归
.

5 )式转化为
:

甲仇~ 尸 乙
讥 + Z q = N
〔 (一 ‘)ZC“乞

。C , 。o 。

一
、8 ‘n

Z ! ,

〕
C“。‘n 一“C 0 8 ““

切汽~ rn E
仍 + 2叮 =

N

(一 1 )
! C器亡“C : e o 。

·

一
‘。。‘n Z ! · ‘,

〕
C ; 。‘n一“c o “。“

一.q尸�.口
工

又‘卜L可‘
卜 =

切
n ,

= r ”

乙 ( 一 l、‘s i n
么

知。i n
Z ‘o e o s ‘0

琳 + 2 王二 ”

(N = o ,

⋯
, n 一 l ) ( 3

.

1 )
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为了证明上述函数族等价于球函数族
,

我们先以引理形式不加证明的给出两 个 重 要 公

引理 1 成立如下三角级数展开式
〔“ 」:

[ 翻I 孟1

E (一 l)
‘C三‘C盖c o “

’ 一 2 ‘切5 in Z ‘切 = 乙 A , c o “(卜
Zj)少

L (一 二) , 2 〕

E
了一q

(一 l)
‘C德‘

+ ‘
C 生e o s ” 一 “‘一 ‘切s in ““ ‘切= 乙 B , “in (

n 一 j)卿
J . 0

式中

A 。= (一 )q C 努/ 4 q ~ B 。

引理2 对于任意自然数
。和j(j<

。
)

,

(q = o ,

⋯
,

[。/ 2 〕或 [ (
n 一 1 )/ 2」) (3

.

2 )

成立如下恒等式
:

r夕1 2 〕一 公

兄
2 ,

一 2 ‘一“, C才
一“‘一“p C轰+-’,

十 2 : * 2 , C r
十 , 二 C二C孟石兰轰

:

(t = o , ⋯
,

[j/ 2 〕)
p . 0

现在我们来证明函数族 (3
.

1) 可以正交化为球函数族
,

采用数学归纳法
.

首先
,

不难看出
:

切君
; = r . 白in

”
oe o s n 切= a o r ”

P : (e o s s)e o s n 切

切君
2
= : ”5 in

”
os in 。切~ a o r ”

P : (e o s s)。in n 甲

叫
:
= r ” 。in

” 一 ‘
oe o s oe o 。(

n 一 l )切 = a , : ”P :
一 ‘

(e o s o)e o 。(
n

一 )切

叫
: = : ” s in

” 一 ‘
oe o s o : in (

n

一 )切= a , : ,

P :
一 ‘

(e o ss)。in (
n 一 1 )切

它们正如所期望的那样属于球函数族
〔“〕.

记
:

小犷‘= 切犷‘ (N = Q
,

l: i二 l
,

2 )

(f
, g )一l

。

f(
r ,

0
, 切 )g (

r ,
0

, 切)d 切/ “

并假定对所有的N < j
, 切令

‘
均已正交化为

:

巾犷
‘= a 二r ”P :

一N
(e o s o)s in (i二/ 2 一 。+ N )切

我们来证明
:

[ j / 2 1

(i二 1 , 2 )

巾盖‘== 切才‘一 艺 (切若
‘,
由夏不

Z q
)/ (巾篇矛

’q

q 一 1

巾篇子
““

= a , r ”P :
一
了(e o s o )。in (‘二/ 2 一 。 + j)切

事实上
,

由引理 l 可知
:

(j~ 2 , 3 ,

⋯
, n 一 1 ; ‘= l , 2 )

切篇‘= r ”

乙 C凳“in
” 一‘oc o s 哪0乙 A * “in (‘“/ 2 一 ”+ 。+ Zh)切

爪 + Z q = 了

这样
,

考虑到(3
.

2 )式并利用引理 2 有
:

巾篇, = r ”

兄 (一 1 )
“C 票

一 。s in (‘二 / 2 一 n + j)切C份“in
” 一 仍sc o s “0 / 4 q

仇 + Z q , 了

[ 了1 2 ] q

二 r ” 5 in (‘二 / 2 一
n + j)切S in

” 一 了0 乙
q 一 0

二 2 一 j r ”s in (‘, / 2 一 n + j)甲s in
” 一 了口

乙 (一 1 ), 十 qC才
一“q C 禁

一 , 十 Z oC 姿c o s了
一 Z q + “, 0 / 4 q
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[ j l Z ]

·

习 (一 1 )
‘c o “j

一 2 ‘0

召二 0

[ 了2 2 ] 一 咨

2 , 一“ , 一“‘
e 孟

一“‘一 2 , C二马
、2 ‘· : , C 全

。 ,

(一 1 )
‘
C二C 要石雏

: e o s 了
一 2 ‘

O

约

[ j l Z

二 2
一
了r ” 。in (‘二/ 2

, 一 n + j)切s in
” 一

, O E
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一 了
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”+ j)切 (j二 2 , 3 ,

⋯
, 。一 1 , ‘=

式中
a , = 2 ”

一
了n ! / (Z

n 一 j)x(j= O ,

[ ” 1 2 1

小
: ,

二 切。 , 一 艺 (切
二 。 ,

q 二 l

”一 1 )
.

类似地

翼了
2 “

)/ (巾黑了
2“ ,

中票了
2 “

...小

~ r ”
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”
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乙 2一
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· ,
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p

:

(C o s o )

至此
,

结论成立

四
、

举 例

设
。= 5 ,

这时共有 11 个调和函数
,

它们是
:

中旦
:
= x s 一 1 0 二3 万2 + 5夕4 x ~ : s s in

“
0e o 8 5切

切母
:

= s x ‘粉一 1 0 % 2 , 3
+ 夕

5

= : s s in
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8 8 in 5 卿
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4
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4

)
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·
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0 e o 8 0e o s 4切
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8 e o s 8 8 in 4 切

切呈: = 1 0 (二
3 一 3却

2

)
2 2 一 1 0 (x

3刀“一 % , 4

)
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[ s in
“
oe o s “

8 e o 8 3切一 8 in
5
0 (e o s场s in
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峪切 )〕
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“
0 / 8 〕
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2 , 一 , “

)
z “一 1 o x Z , “

+ 2刀5

= : 5

[ lo s in “s e o s “
ss in 3卿 一 s in

6
0 (l o e o 8 2 切s in

“切一 Z s in
s切 )〕

一 。: 5
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切己
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2 一 夕2

)
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)
:

~ : 5

〔Io s in
“
oe o s 3

0 e o 8 2切一 ss in
‘
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~ ZOx , 扩一 Zo x 刀3 2
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o e o s 3
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(s in 6 e o 8 4
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oe o o Z
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+ 5 in
“
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[ e o s中s in s(2 1 e o s 48 一 1 4 e o o 2
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,
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“
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+ s in 3甲s in
“
0(g e o s 2 0一 )/ 1 6 + s in s切s in

“
0八 6 〕

切5 5
= : 5 一 1 0刀2 2 3
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(e o s ”夕一 1 o s in
“
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+ 5 e o 8 4切s in
4
0 e o ss/ s〕

除前 4 个函数外
,

其余 7 个函数的正交化过程与结果是显然的
.
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、
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