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摘 要

本文讨论了多体系统动力学微分/ 代数混合方程组的数值离散问题
.

首先把参数才并入广义坐标

讨论
,

简化了方程组及其隐含条件的结构
,

并将其化为指标 1的方程组
.

然后利用方程组的特殊结

构
,

引入一种局部离散技巧并构造了相应的算法
.

算法结构紧凑
,

易于编程
,

具有较高的计 算效

率和良好的数值性态
,

且其形式适合于各种数值积分方法的的实施
.

文末给出了具体算例
。

关健词 多体系统 动力学 微分 / 代数方程 数值解

引

受约束多体系统动力学方程可表达为如下微分/ 代数方程组
〔‘’

M (g
,

‘)“+ 价写(“
, ‘)几一 F (“

’

空
’‘、

下
必(q

, t )= o

(2
.

la )

(1
.

zb )

其中 才是时间
,

q〔R
”

是系统广义坐标列阵
,

M (q
,

t)
:

R
” x R ” R

” ’ “

是系统广义质量矩阵
,

爬R ‘
是L a g ra n g e乘子列阵

,

功(q
,

t)
:

R
” x R o R 叫 m < 。

)是系统运动学约束函数
. 叻。(q

,

t )是叻关于Q的J a e o b i矩阵
; F (g

,

夕
, 才)

:
R

” 又 R
” 又 R ” R

”

是广义力yIJ 阵
.

方程组 (1
.

1 ) 称为

多体系统动力学第二类数学模型
〔‘。’
或E u le r 一L a g r a n g e 方程组

〔。’.

近年来国内外对 (1
.

1)

的数值积分方法的研究见 [ 1 3〕
.

木文讨论了 (1
.

1) 的数值计算问题
.

主要内容为
:

把时间t并入广义 坐标q讨论 ; 把 (1
.

1)

化为指标 1 的一阶模型
; 引入局部等价方程组概念对其局部数值离散

;
利 用方程组的特殊结

构设计紧凑
、

高效率的算法
; 给出具体算例验证算法的有效性和实施方法

.

二
、

化二阶微分/代数方程组为一阶微分/代数方程组

类似于文献〔2 〕
,

木文方程组 (1
.

la )
,

(1
.

lb )满足
:

井
国家自然科学基金与山东省自然科学基金资助项目

.

1 青岛大学自动化系
,

青岛 2 6 6 0 7 1
,
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( 1 ) 功
,

M
,

F 足够光滑 ;

( 2 ) M为对称正定矩阵 ;

( 3 ) 功。为行满秩矩阵
.

为简化方程组的结构
,

基于 (l
.

la )
, lb )

,

「 q 二 「F :
_

「

口: = } } F : = } } M
: = }

’一

t J
‘一

O J 一

定义

:}
则 (1

.

la )
,

(l一b )化为

M
, (q

,

)壁
: + 叻石

,
(g

, )几
,

~ F
;

(口
, ,

空,
)
、

(2
.

za )

价(口; 少” 0
‘

(2
.

l b )

显然M
: 正定

,

功。
,
一 睁

。 ,

叻
,

〕为行满秩矩阵
,

即满足方程组 (1
.

la )
,

(1
.

lb) 的假设条件
,

其

中
,

价
。
= 。价/ 口q

, 价: 二
?

, 价/ 己
.

几
,

为新的L a g r a n g e乘子
,

为书写简便
,

以下讨论中将(2
.

la
、

b)

写为

M (g 夕女+ 叻否(口)几~ F (g
,

夕)

价(引 ~ o }
(2

.

2 a )

(2
.

2 b )

这样处理使问题的分析和程序设计都大大简化
.

对(2
.

2b) 两端求导得

功。空~ O

叻
。

壁= 一功。。(空
·

空)

(2
.

2 e )

(2
.

Zd )

r.
口

.L�lse
一

以下将 ( 2
.

2 a )
,

}

.

2 b) 化为一阶微分代数方程组
.

由 (2
.

2 a)
,

( 2
.

2 d) 得

价T
( 2

.

3 )
功。 O

飞
一
「 尸 〕
L

一功。。(空
·

夕)
J

由于M正定
,

叻。行满秩
,

知 ( 2
.

3 )的系数矩阵非奇异
,

从而 (2
.

3 )有唯一一组解

女~ 切(q ,

夕)

其中

( 2
.

4 )

。 (q ,

。) 一〔I
, 0〕
〔
M 叻T〕

一 ‘

「
尸
飞

。 ‘
一价

。。

(空
·

q )
刁

(2
.

5 )

引入新的变量 x = 〔了
,

空, 〕, ,

则 ( 2
.

4 )式化为

全”g ( x )

其中

( 2
.

6 )

r 空 飞

g 气不 ) ~ !
、

I
‘甲( q ,

q )
J

( 2
.

2 b )
,

( 2
.

l e )化为

f (x) ~ 0

其中

(2
.

7 )

「
功( g ) :

f( 川 = !
.

.

}
’一

价。( q )空
一 ,

( 2
.

6 )
,

( 2
.

7 )即为与 ( 2
.

2a 、山 等价的指标‘的一阶微分代数方程组
.

其中包含了位移
、

速

度和加速度约束方程
.
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三
、

局部等价方程组及其数值离散方法

考虑方程组 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )
,

设 x 二州 t) 是它们的一组解
,

将其代入 (2
.

7 )微分得
:

刀f( 劝毖= 刀f(义)g (x ) ~ o
、

(3
.

1)

(3
.

1 )是方程组 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )的隐含条件
,

称为(:
.

6 )与 (2
,

7 ) 的 相 容 条 件
.

联立 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )
,

(3
.

1 )得超定方程组

分= g (x ) (3
.

2 )

f(x )~ o (3
.

2 )

D f(x )g (
x
)二 o (3

.

2 )

给定初值条件
%(亡

。

)~ x 。
一

(3
.

3 )

则得到一阶微分 / 代数方程组的初值问题
.

当x 。满足 (3
.

2 b) 和 (3
.

2 c) 时
,

称为相容初值
.

命肠 1 j( x)
,

斌x) 同(2
.

6 )
,

(2
.

7 )
,

设P = n 一 m ,
A是 2洲 ZP阶矩阵

,

若使

~ A , _

L

Df (二
。
)
“

非奇异
,

则存在矛
。

的邻域山。,

在其上 (3
.

2a 、 c) 与方程组

A叹分一 g (二 ))= o (3
.

4 a )

f( x) 一。 (3
.

4 b)

D f(戈 )g (x )~ o (3
.

4 e )

在初始条件 (3
.

3 )下是同解的
.

证明 只要由(3
.

刁a) 、 ( 3
.

过c) 推出 (3
.

2 a
)即可

.

设 x = x( t) 是(3
.

4a 、 c) 满足 (3
.

3 )的任

一解
,

由D f(劝连续
,

知存在t。的邻域占
。。,

在其
_

!二

「
_ “,

飞
“

D f (幻
J

非奇异
.

对 (3
.

4 c) 微分得

D f(x )分~ 。

从而由 (3
.

4 a 、,

(3
.

4 e )和 (3
.

5 )得

(3
.

5 )

A , A ,
g( 劝

。 。 A ,
r.

es
�r.es盆�

‘.孟�.几

一一飞口..J,

we
J

D f (
x )

A T

o
一

}一场j( 、 )

A ,

1。(、 )一。(‘ )

z
一 ’

「
_
“’“(“ )

,

l
L

D f (劝州刘
一 ,

D f (劝 D f (尤

证毕
.

注 1 对一般情况
,

如果不联立 ( 3
.

4 。 )
,

贝lJ( 3
.

4a 、b) 与 ( 3
.

2a 、 b) 不等价
.

例如
,

考虑方程

分二 劣 + 才

戈 + t”

乒于刀l( 对 。(川 一‘斗件 1一 2 尹 0, 欲义矛后方箱步
·

但诺取五
丁 ~ [0 : 1孔 则(3

.

如“b )为
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t = 1

留+ 才二 1

对相容初值它的解存在
.

命肠2

(3
.

4 e )
.

证 明

设f(x )
, g (x )如 (2

.

6 )
,

(2
.

7 )所定义
,

则 (3
.

4 a )
,

(3
.

4 b ) 的解满足相容条件

由(2
.

6 )
,

(2
.

7 )式知

、..产乃1
.‘

qq

Z苦.气

切

尸...L飞

!
一D f‘x , g ‘X , 一 [ (3

.

6 )
价
。。

空 叻。

叻。空

功。。(空
·

夕)+ 功
。切(q

,

空)
」

由切(q
,

空)的定义知等式右端下半部分恒为0 ,
.

上半部分是 (3
.

4b )的一部分
.

证毕
.

由于(3
.

4a 、b) 不再是超定问题
,

可 以把 它们离散成普通方程组求解
.

为讨论方便
,

以

改进的 E u le r方法为例
.

注意到A 的局部性
,

一般来讲它的选择与差分格式的每一步初值有

关
.

(3
.

4a )
,

(3
.

4 b) 的差分格式为
:

x 。= [ q t
,

叮 ] r
,

对k一 0 , 1 ,
2. 二 , x , + :由下述方程组得到

于
4

了
““一“

’一人/ 2 (“(‘’+ “(‘砂”一 0

、

J (X )一 O

.

这是2n 个 变量的非线性方程组
.

对(3
.

7 a) 直接迭代求解
,

行迭代
,

可得到如下算法
:

(3
.

7 a )

(3
.

7 b )

而对(3
.

7 b )采用N e w 切n 法进

A r乃
,

= 一 A T(
x 二一二 * 一h / 2 (g (

x 二) + g (x
。
)))

D f(心 )d
,

~ 一f(x ; )

x
: 、 , ’

= x 二+ 占
, s = o

,

l , 2
,

⋯
,

l, x 占一 x 。 ; % : ~ x * 十 ; ; 掩= o , l , 2 ⋯

(3
.

sa )

(3
.

sb )

四
、

A k的选取方法和计
一

算步骤

由于功
。
是满秩的

,

功叫一 o的解空间是户一
。一 m 维的

.

可设 厂一 〔犷
, ,

F
Z ,

·

⋯
,
V

一组基
,

用犷 ,
左乘(2

.

2 a) 得

犷 ,
M q 一犷 ? F

与 (2
.

2 d )联立得
:

是其中

(4
.

1 )

V T 五夕
.

厂
T
F

(4
.

2 )
一功

。。
(夕

·

空)

命皿 3 (4
.

2 )的系数 矩阵

V T 五夕

(4
.

3 )

是非奇异矩阵
.

证明 设
“〔R

”

使得

犷 T
M 犷T

M
u

功
。u 〕

一 0

知
“
在如的零空问中

,

即存在, 任尺q

侠“一F ,
.

从而使犷
,
M犷夕= ”即有
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(犷, )
,
M犷g = o

而M对称正定
,

故有“= 厂, 二 0
.

得证
.

注 2 由于M对称正定
,

M 了
’

犷与功
、 T在尺度扫

.

11, J一 ,

下正交
L

川
.

从而选择B 二 V 了
’

M 是使矩阵
_

B

L

诱。
“

条件数较小的一种选择
.

推论 1 (2
.

3 )和 (4
.

幻是等价微分方程组
.

推论 1说明 (2
.

4 )式中的甲(q
,

妇也可由 (4
.

2 )式得到
.

下面考虑 (3
.

7a 、b) 中A 。
的选择

.

由

于命题 3及
r 价。 0 二

刀f(‘)= l }
‘

功。。空 功。
J

知可取

(4
.

4 )
口

翔X一一X

�J..lA , 一
〔
犷 , 八了

功。 犷, M

其中 x 。二 [q r
,

全T〕
, ,

( A )
: = : 。
表示矩阵A在 x ,

点的值
,

将 ( 4
.

4 )代入 ( 3
.

s a、b )并记占
。

= [d r
, ,

鳍
,

)
, ,

则 ( 3
.

8a 、b) 化为

一厂 , M ( x
:

一 x 。一 h/ 2 ( g ( x 。

) + g ( x 。
) ) )

,

一 V T M ( x ,

一 x * 一 h/ 2 (夕( x 。

) + 夕( x 。
) ) )

:

( 一f ( x 。

) )
:

( 一f ( x :

) )
: } ( 4

.

5 )

广......lL

一一

�l,esJ

卜
O占一..!L

勺

z
0恻0如

犷

}
F , 五丁

0

功
。

功
。。空

其中 (劝
,
表示大的前

n
个分量

,

(x)
2

表示 x 的后
n
个 分量

.

往意到 (劝
,

~ q ,

(x)
: = 夕

,

(州 x) )
, =

g ,

( g ( x ) )
: = 沪( g ,

空)
,

( f扭 ) )
: = 价( g )

,

( f ( x ) )
:

~ 功讨
, 一

从而将 (4
.

5 )的 1 , 3式和 2 , 4式分别组

合得到
:

厂 , M 「一 V , M (q二

J
,

d ,

一L (4
.

6 )

「 犷, M : 「

} l
_

伪
s

~ }
‘
如 ’

‘

一 厂
r

M (空二

一 g 。
一h / 2 (夕二一夕

*
) )

一功( g 二)

一空。一 h / 2 (空二一 q
*

) )
( 4

.

7 )
一 (叻

。。

空
‘

·

己
l。
一 (叻

。

空
/

)
,

q 二
十 : 二q 二+ 占, : ,

空二
十 ; = 空二+ 乙: 。

( s = o
,

l , 2 ,

⋯ )
,

q 合二 q 。 ,

夕; = 夕。
.

整个计算步骤描述如下
:

第k步
:
已知 q讨 , 取 g 石~ g 。 ,

夕石= 空
。 .

对“ ~ O , l , 2 ⋯

( l ) 计算M
,
F

,

价
,

叻。
,

功。空
,

价
。。

(空
·

空)
,

在g 。 ,

夕
,

的值
,

( 2 ) 求如 x 一 0 的一组基犷
,

( 3 ) 由( 4
.

2 )式求得上q二
,

( 4 ) 由( 4
.

6 )
,

(4
.

7 )求出q二
十 , ,

空二
+ , ,

( 5 ) 若 l}q二
、 ,
一 q : J]< 。

且 }J夕二
、 , 一乳 JJ<

。 ,

则取 q * 、 , = q 二
十 : ,

空, 十 : = 空二
、 :
并转入第 k + l



8污Q 王 艺 兵 赵 维 加 潘 振 宽

五
、

V 的选取方法

5
.

1 正交化方法

将‘进行Q R 正交分解
〔“ “

得

r R :

叻否” 〔U
,
犷〕} }

“ O J

其中 「U
,
犷〕是正交方阵

,

R 是上三角矩阵
,

犷是P 个正交列
,

由于
「 U T 二 「 0 :

如犷~ 〔R r ,

叼 }
‘

{F 一〔R
了 ,

叼 } 卜 0

‘
犷

T J L I J

从而厂即所求
,

5
.

2 G a u s s消去法

由于功
。行满秩

,

对叻
。
按行选主元消元得

:

。 T
‘ C . 占 1

尸价qQ一

}
‘

三
_

民 月 T
、 ‘ 几

{
e ‘一「O ⋯ 0 1 0 ⋯ 叼

其中 P是消去矩阵
,

Q是列变换初等矩阵的积
,

可 以选择

犷~ Q[ e
, ,

⋯
, e ,

通

这时

O一一

�

争

C己l
�

e , + x少

j
,

势
q
Q ~ l :

e n T

而尸非奇异
.

故功
。犷一 0

.

由于 G a u s s 消去法在一定程度上保持稀疏性且计算量小
,

在功
。

病态不严重时应用较好

正交化方法得到的算法系数矩阵条件数较小
.

六
、

计 算 实 例

如图 1
.

为平面二连杆操作手
,

各杆均匀质
,

其长度和质量 分 别 为
: l,

~ lm
, 12 = Z m

,

。 , = Ik g
, m :

~ Ik g ,

系统广义坐标为
:

g = [ x , , ,
0 ; x Z , 2

0
2

] r

系统广义质量阵为
:

M -

、liee

⋯
少护

竹自J

勺妇m

拼

J

用

mleerlweesesesweeese、

广义力列阵为
圈1 平面二连杆操作手
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F == [ o 一 m , 9 0 0 一 m :夕 。〕T

系统约束方程为
尤 : 一 (l

:
/ 2 )e o 8 0 :二 o

, : 一 (l
,
/ 2 )s in o : = o

x Z

一l‘e o s o : 一 (l
: / 2 )e o s 0

2

~ o

v : 一l
: 。in o : 一 (1

2

/ 2 )s in o
:

= o

设初始条件为

q o
= [ 0

.

5 0 0 2 0 0 」T

q 。~ [ 0 0 0 0 0 0」,

由于无法得到该算例的解析结果
,

用Q R 方法
仁‘」

取 h二 0
.

0 01 时的结果作为其较精确近似

解如图2 ,

本文用修正的E ul er 法对系统数值积分
,

取步长h一 10
一“8

,

误差容限E P S ~ 1 0 一 ‘,

仿真误差曲线列入图 3
.

汉汉了\~
///

))) 蔺蔺

0 0 0 ]

三

之

才 一 0
.

0 01

0 0 0芝

时间(
s
)

图 2 加随时间变化规律

一一

护侧认认
lll III

(日片

图 3 误差么双,随时间变化规律

斗一

刹
: 讨了 言五

口 、 二「I 门凡 十口

本文将多体系统动力学 E ul er 一L a g r a n g e 方程转化为一阶微分 / 代数方程
,

并在此基

础上得到易于实施的局部等价方程
.

该方法同样适用于电路 网络及轨迹控制问题中的数学模

型处理
.

算法的特点如下
:
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