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弱拓扑下的非线性随机积分和

微分方程组的解
’

丁协平
�

王 凡
“

��� ��年 ��月� � 日收到�

摘 要

在本文中
,

我们首先对具有随机定义域的弱连续随机算子组证明了一个 � �� �。 型随机不动点

定理
�

利用这一定理
,

我们对� �� �� �空间中关于弱拓扑的非线性随机 � �� �� � �  积分方程组给出

了随机解的存在性准则
。

作为应用
,

我们得到了非线性随机微分方程组的 � � �� 五� 问题弱随机解

的存在定理
�

也得到了这些随机方程组在� �� �� �空间中关于弱拓扑的极值随机解的存在性和随机

比较结果
�

我们的定理改进和推 广 了 � � � �
,

� ��� � � ��一� � ���
,

� � � � � � 一� � � � � � � � � �� � �
,

� � � � �扭��� � �� � � 一� � � �� 和丁的相应结果
�

关扭饲 非线性随机� � ��� � � �积分 随机� � �  � �问题 极值随机解 比较结果 � � � � � �空

间中弱拓扑

一
、

引 言

� � � � � � 空间强拓扑的非线性 � �� � � � � � 积分方程解 的 存 在 性 和 比 较 结 果 已 为

� � � � � � 〔’“, ’“〕,
� � � � � � �� � � 七� � � � ‘“� 和 � � � � � �� �� � � �� � �

一

� � � �� 〔
‘� ’
所 获 得

�

� � � � � � 空间中非线性微分方程的 � � � � �� 问题弱解的存在性结果为 � � � �
汇’“〕,

� �七� � � ��
�

� � ��� 〔‘
� ’,

� � � � � � 一
� � � � � � �� � � 七� � �

一

� �七� � � ��
〔“ ,

和 � � � � � � �� � � �� � �
一

� � � �� 〔
‘� ’

所获得
�

我们 已经知道随机积分和微分方程的理论在许多应用科学领域中有广泛的应用
,

例如工

程
、

物理
、

化学
、

生物学和系统科学等 �见 「�
, � , �� , � �」�

�

因而很多数学家致力于此课

题的研究
�

最近
,

第一作者
「� , � , 日〕

得到了 � � � � � � 空问中关于 强和弱拓 扑 的 非 线性 随 机

� �� �� � � � 积分方程和非线性随机微分方程的 � � � � � � 问题随机解的存在性准则
,

以及这些

随机方程在� � � � � � 空间中关于强和弱拓扑的极值随机解的存在定理
,

这些结果推广丫上述

文献中的一些已知结果
�

在木文中
,

我们首先对具有随机定义域的弱连续随机算子组证明了一个� �� � � 型随机不

苦

国家 自然科学基金资助项目

� 四川师范大学数学系
,

成都 � �。。� �

� 南通师范专科学校数学系
,

南通 �� �。。�

呀��
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动点定理
�

利用这一定理
,

我们对� � � � � � 空间中关于弱拓扑的非线性随机 � �� 七� � � � 积分

方程组给出了随机解的存在性准则
�

作为应用
,

我们得到 了 非 线 性 随 机 微 分 方 程 组 的

� � � � � � 问题弱随机解的存在定理
,

也得到了这些非线性随机方程组在 � � � �� �空间中关于

弱拓扑的极值随机解的存在定理和 比较结果
�

我们的结果改进和推广了� �� �
〔‘。’,

� �七� � �� �
�

� � ��� 〔’� ’,
� � � � � � 一

� � � � � � �� � � �� � �
一

� ��� � � ��
〔“’,

� � � � � � �� � � �� � � 【’� ’,

� � � � � � �� � � �� � �
一

� � � �� 〔‘
� ’,

� � � � � � 〔“
, ‘“’,

� � � �� � �和 � � �� � “
’
及�

「� , ’, 。’的相应

结果
�

二
、

预 备 知 识

令 �口
,

了
,

川是完全概率测度空间
,

��
‘,

多
‘
� ‘� �,

…
, �
是可测空 间

,

其中每一�

是可分 � � � � � �空间和每一牙
‘

是尤
‘的一切 � � � � �子集的� 一

代数
�

� � ��
‘
�表 �

‘ 的一切非空

有界闭凸子集的族
,
� � ��

‘�表�
‘的一切非空闭子集的族

�

令� � �
� � … � �

” ,

对每一� 二

��
, ,

…
, 大 ,

�〔�
,

定义 ��义 ,�� � � � ��� � ��
,

则 � 也是可分 � � � � � � 空间
�

�‘公‘ 蛇

定义2
.
1 称集值映射 E

:
。。c L (X ) 是可测的 (或弱可测的)

,

如果对X 的每一闭 (或

开) 子集A
,

E
一 ‘

(
A

) 一{。〔口
:
E (司 n A 笋必〔了

由〔2〕中定理 1 30 知
,

可测性与弱可测性是等价的
.
E 的图被定义为

G r (E )~ { (。
,

x

)
〔口 义

X
: x 〔E (。 ) }

定义 2
.
2 称映射x

‘ :
口。X ‘

是X
‘一

值随机变量
,

如果对每一B
‘
〔多

‘,

x 了
‘

(
B
‘
) = {

。〔口
:x ‘

(
。 )〔B

‘

} 〔了

定义 2
.
3 称映射 x

‘:
口。X

‘

是 X
‘一

值弱 (或 P e七tis) 随机变量
,

如果对每一 f〔X 誉(X
‘

的对偶空间 )
,

函数f (x
‘
(
。 ) )是实值随机变量

.

从 [l
,

p

.
1 6 〕可知

,

当X
‘

是可分 B a n ac h 空间时
,

x
‘

(司是X
‘一

值随机变 量的充要条件是
x‘

(
。 )是X

‘一

值弱随机变量
.

引理2
.
1〔’

、 p
·

’。〕
设 {欢 (。) }军

一 ,

是 X
‘一

值随机变量序列且几乎处处弱收 敛于 x
‘
(司

,

则

x‘
(司是X

‘一

值随机变量
.

定义 2
.
4 设E

:
口、 C C (X )是可测映射

,

称映射 T
‘:

G
r

(
E

) 、X
‘

是具有随机定义域E 的

弱连续随机算子
,

如果

(i) 对每一。〔口
,

T
‘

(
。 , ·

)

:

E
(

。) , X ‘
是弱连续的 ,

( 1 1 ) 对每一x = (x
l,

笼。〔口
:x 〔E (。 )

,

设
a‘, , :

口” [0
,

co )

,

…
,

x
”

)
〔X 和每一B

‘〔多
‘,

T
‘
(
。 ,

x
)
〔B ‘

} 任了
i,

j ~
l

,

。
:

,
,

(
。 )一

{

。

:: ;。。 )一

{

a‘, ,
(
。 )

,

…
, n

是实值 随机变量
.
定义

f铸 j

铸 j

亏、理2
:2〔“”’

l 一 a ‘
, ,

(
。 )

,
i

~ j
; i

,

j 一 1
,
…

, n

a

气
, ;

(
。 )

a
:
十
:

, , 十 ,
(
。 ) +

a
:

* , ,
:

(
。 )

a
{

, , 十 ,
(
。)

,

a

互
, ,

(
。 )

a
:

, , , , + ,

(
。 ) 一

a
:
+ , ,

:

(
。 )

a
气

, , + :
(
。 )

,

l ~
1

,

…
, ” 一 1; f ,

j -

存在正实值随机变量。 (。 )
,

i 二 ‘,

…
, ”

傅得
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乙
a‘,

,
(
。)
r ,

(
。 ) <

r‘
(
。 )

,

V
。〔口

,

了一 1

(
2

.

1
)

的充要条件是
a
:

, .

(
。) > o ,

V
。〔。

,
z =

l
,
…

, n ; i 二 z
,
…

, n
+

1 一 z

令S
‘
= { 从〔X

: ,

o
x
‘

l ( l} 是尤
‘的闭单位球

.
对X

‘的每一有界子集H
‘,

定义 H
‘
在弱拓扑

下的弱非紧性测度如下
:

刀(H
.
)二in f{t> o

:
存在弱紧集C

‘仁X
‘,

使得H
‘
c C

‘
+ , S ‘

}

有关弱非紧性测度刀的性质
,

可参考〔14
,

C h

.

1 〕和 〔15]
.

定理2
.
1 设T

‘:
G

,
( E ) , X ‘,

f =
1

,

…
, n

是具有随机定义域 E 的弱连续随机算子
.
假

设

(i) 对每一。〔口
,

E
(
。 ) = E

,
(
。 )

x …

子集且T
‘
(
。 ,

E
(
。 ) ) c E

‘
(
。 )

, ‘= l ,

x
E

。

(司
,

其中每一E
‘
(
中)是 X

:
的非空有界闭凸

称 ;

( 1 1 )

刀(

对每一。〔口
,

B
‘已 E ‘

(
。 )

,

,

= 1
-

T
‘
(
。 ,

B ) ) 《乙
a‘, ,

(
。 )刀(B

,
)

J 一 1

其中B == B
:x … x B :,

T
‘
(
。 ,

B
) = 王T ‘

(
。 , x

)

:
x 〔B }和 a‘

, ,
(
。)

,
‘

,

j =
l

,

…
, n

是非负实值

随机变量
,

使不等式组(2
.
1) 有随机正解(

r;
(司

,

…
, r ”

(
。) )

.

则随机算子组几
,
‘~ 1 ,

…
, n

有一随机不动点
,

即存在X
一

值随机变量(对 (。)
,

… ,

对(。 ) )

〔E (。)
,

V
。〔口 ,

使得
戈贯(。 ) = T

‘
(
。 ,

x 全(。 )
,

…
,

x 忿(。 ) )
,

V 。〔口
, ￡= 1 ,

…
, n

证 对每一。〔口
,
令

E I(。 ) = E
。
(
。 )

,
蓄= l

,
…

, n

E 了
+ ‘

(
。 )二 e o (T

‘
(
。 ,

E 奎(。)
,
…

,
E 份(。 ) ) )

,
i 一 1

,

…
, n ;

m = l
,

2
,

…

由假设 (i) 易得E 尝(。) c E 吞(。 )
,

i 一 l
, 二 ,, 。.

由归纳法
,

我们有

E 丁
十 ‘

(
。) c= E 了(。)

,
i

~
1

,
…

, n ; m = 1
,

2
,

…

令K
‘
(
。 ) 一衷

:E , (。)
,
‘一 ‘,

一
” ,

则每一K
‘
(
。 )是闭凸集

·

因为不等式组 (2
.
1) 的随机正解集对乘以正纯量封闭

, 不失一般性
,

我们可设
’

刀(E 季(。 ) )《r
‘
(
。 )

,
i ~ l

,
…

, n

(
2

.

2
)

r
_ , , 、

上
、 ,

、

令qL。 ) = 巩忿飞
r石

一

L 。 , 共
“‘,

“ 。) 犷 , 咬口 ) 少
, 少“J。簇q(。) < ‘和

J一 占

艺
a‘, ,

(
。 )

r J
(。 )《g (。 )

r‘
(
。 )

,

才一 1

1
,

…
, n

由刀的性质
,

假设 (ii )和 (2
.2)可得

刀(E I(。) ) = 刀(eo (T
‘
(
。 ,

E l (
。 )

,

…
,

E 盖(。 ) ) ) )

= 口(T
‘
(
。 ,

E 圣(。 )
,

…

《艺
a‘, ,

(
。 )刀(E 乡(。 ) )

,
E 盖(。 ) ) )
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《 E
a‘, ,

(
。)
r ,

(
。 )

了. 1

(
q
(
。 )

r‘
(
。 )

,

由归纳 法
,

我们可得

刀(E 了(。) ) ( [g (。) 〕
‘ 一 ‘r ‘

(
。 )

,

由于o( g (。 ) < 1 ,

故有

刀(E 犷(。 ) ) 。o (m , co )
,

一 1
5
…

, n

一 l
,

…
, n

~
1

5

一
n

因此
,

集
.

(》亡
由M itch ell

一

s m i t h
〔‘5 」的引理 ‘

·

2 知
,

K

‘
(
。 ) 一刀

,
E ; (

。 )
,
‘一 ‘,

一
n
是非空紧凸

令K (。 ) ~ K
:
(。 )

x … 又 K
。

(
。 )

,

则 K (。 )也是非空紧凸集
.
易知

T ‘

(
。 ,

K (
。 ) ) 〔 K

‘
(
。 )

,
f

=
1

,
…

, n

令T ~ (T
:, …

,
T

二

)

,

则T (。
,

·

)

:

K (

。 ) 。K (。 )是弱连续的
.
由 T y ch on o ff 不动点定理

和。〔口的任意性知
,

T 有广义不动点
.
由丁“ ‘〕的定理2

.1, 存在X
一

值随机变量(对(。 )
,

… ,

x 贾(。 ) )〔E (。 )
,

V
。〔口

,

使得

(x竺(。)
,

…
,

x 誉(。 ) ) = T (。
, 二竺(。 )

,

…
,

x 育(。 ) )
,

V
。任口

从而

x竺(。 ) ~ T
‘
(
。,

x 萝(。)
,

…
,

x 竺(。 ))
,

V 。〔日
,
公= 1 ,

…
, n

注2
.
1 定理2

.1推广了M it
ohell一S m i th

t川的定理1和丁 〔
1lj 的系2

.1到非线性弱连续随机算子组
.

设G
‘
是X

‘的开子集
,

J 一 [t
。,

t
。

+ 司 c R (全体实数的集合)
.
设

C 〔J
,

X
‘
] = {

x ‘: J 、X ‘
}
x ‘
连续

,

】lx ‘】JJ ~ m a x 】1火
‘
(
t
) 】】}

则 (C [J
,

X

‘〕
,

11

·

{
J

,
) 是可分B an aeh空间

.
设

C [口x J
,

G
‘〕一{x‘

:
口x j o G ‘

}
x ‘

(
。 ,

·

) 连续和x
‘
(

·
,

t) 是X
‘一

值随机变量}

C ‘ [口x J x J x G ;x … x G
。 ,

G
‘〕

~ {K
‘:口 x J 义 J x G

: x … x 试、G
‘
} K

‘

(
。 ,

·
,

…
,

·

)
弱连续和

K
‘
(

·
,

t
, s ,

x , ,

…
, 大”

) 是尤
‘一值随机变量}

有关抽象函数弱连续
、

弱可积和弱可微的定义和性质
,

可参考 〔14
,

C h

.

1 〕或〔15
,

妇
.

引理2
.
3L7’ 设为〔C 〔口 x J, G ‘

〕,
则存在实值随机变量刁

‘,

口 , (0
,

co ) 使得
.

{x‘〔X ‘:
!I
x ‘一 z ‘

(
。 ,

t
。

) JJ <
刀‘

(
。 ) }仁 G

‘

引理2
.
4[ ’“

设 羲〔C 〔习 x J
,

叹〕
, 刃:胭。 (o

,

co ) 是实值随机变量
.
则存在实值随机变

量d
‘,

口 , ( o
,

co ) 使得

ft一 才
。

} <
j
‘
(
。 )今 {J

z‘
(
。 ,

t
)
一 z ‘

(
。 ,

t
。

) }】< 刀(。 )/ 2

引理2
.
5【落〕 为〔C 〔口 x J

,

X

‘

」
,

如果映射。曰 x‘( 。
,

·

) 是C [J
,

X
‘
卜值随机变量 〔作为

从口到 C 【J
,

X
‘」的映射 )

.

引理2
.
6〔‘’J 设M

, , :
口、 (o

,

co ) 和?
:
口。 (。

, a 」是实值随机变量
,

令

L ip , ( 。 )
[口 x J

。

(

。。
)

,
( 了

‘

〕

= {x ‘〔C 〔口 x J
。

(

。,

)

,
G

‘

〕
:
JJx ‘( 。

, 才;) 一 x
‘

(
。 ,

t
Z

) 11

簇M (。 ) }才
;一 t: }

,

V
t

l ,
r

Z〔J
。

(
。 ) }

其中J
。
(
。 ) ~ [才

。,
t
。

+
丫(。 ) 〕

.
设

二 ‘〔L ip , (。 )
[口 x J

。

(
。 )

,
G
‘〕

,

则 由
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E ‘
(
。) 二{戈

‘〔L ip , ( 。 )
[口x J

。

(
。 )

,
G
‘〕
:
,lx

‘
(
。 , 才) 一

z ‘
(
。 , 才) 11

了。
(
。
)《刀(。 ) / 2 }

定义的映射E
‘:口、C C (C 〔口x J

。

(
。 )

,
G
‘〕)是可测的

.

显然
,

对每一。〔口
,

E
‘
(司是C 〔J

。

(
。 )

,

X
‘〕的强闭凸子集

,

因而也是C [J
。

(
。 ), X ‘〕的

弱闭凸子集 (见〔12
,

定理2
.
9 .3〕)

.

三
、

弱拓扑下解的存在性

本节我们考虑如下的非线性随机V olterra积分方程组
:

二‘
(
。 , 才) ~

: ‘
(
。 , 公) + \ K

‘
(
。 , 才, : , 二,

(
。 , s

)

,

…
,

x
。

(
。 , s

) )
J

s ,

‘
t o

其中
二‘

(
。 ,

t
)
任L ip万

:(。) [口 x J
,

G
‘

]

,

(
3

.

1
)

K

‘〔C ‘
[口 又 J x j x G

, x … x G
。 ,

G
‘〕

, ‘= 1 ,
…

, n ,

J ~
[t0

, 才。+ 司
,

吼是万
‘的开子集

,

M

; :
口* (0

,

co ) 是实值随机变量
,

积分是弱积分
.

定理 3
.1 假设

(i ) 存在实值随机变量M
Z:
。。 (0

,

场)
,

使得对每一。‘口和任意的 (t
, : ,

x)
〔J x J x G

,

其中x = (戈
: ,

…
, 尤 ,

) 〔G = G
, x … x G

, ,

有

}}K
‘
(
。 ,

t
, : ,

x
) I f《M

Z
(。 )

,
i ~ 1

,
…

, n

(
1 1

)

c= G
‘,

f =

和广
, 了〔J

存在实值随机变量M
3 ,
口” (0

,

co )

,

使得对一切咖〔X 贯
, 。〔口

,
I 二 J

,

有界集 及
,

l

,

…
, n ,

x
* (x

1 ,

…
,

介 )〔C 〔口 x l
,

B 」~ C 〔口 x l
,

一

B

:

〕x … x C 〔口 x l
,

B
二

]

,

有
,

功‘[、
‘
(
。 , , , : , 二

(
〔。 , :

) )
一、

‘
(
。 , : , : , 二

(
。 , :

) ) 」、
:

j
《、

。

(
。) }公一

二
!

行以曰

~ 1 ,

…
, n

(
11

1) 存在非负实值随机变量a
‘, , :

口、 (0
,

Ob )

,
‘

,

j ~
1

,

…
, 。,

使得对每一。〔口和任

意的有界集B ‘c= G
‘,
‘~ 1 ,

…
, ”,

有

刀(K
‘
(
。 ,

J

,
J

,
B

) ) ( 乙
a‘, ,

(
。)刀(B

,
)

其中B ~ B
,

x … x B
o.

则存在实值随机变量 , :
口。 (。

,

aj 使得非线性随机V ol 七e r ra积分方程组 (3
.
1) 有一随机解

(x犷
,

…
, 大曹)〔L ip , ( 。 )

[胭 又 J
。

(

(。
)

,
口〕

= L ip , ( 。 )
[口 x J

。

(
。)

,
G

,〕x … x L ip , ( 。 )
[口 只 J

。

(
。
)

,
6

’。

l

其中M (。 ) ~ M
;
(。 ) + M

Z
(。 ) + M

3
(。 )和J

。

(
。 ) = 〔才

。,
t
。
+ 护(。 )〕

.

证 设从 (。 )如引理“
·

“中所定义
·

令“(的 一玲忠切
‘

(
.

)}

,

则 “(司 是正实值随机变量
,

使得

{x‘〔X ‘,

】lx ‘一 二‘
(
。 ,

t
。

) 】J< 刀(。 ) }仁G
‘, ‘一 z

,
…

, n

设山(。 )如引理“
·

4 中所定义和令。(口 ) 一嘿{郭。
‘

(
口 )}

,

则占(必)是正实值随机变量
,

使得

}才一 才
。

} < d
(
。 )今 I}

: ‘
(
。 ,

t
)
一 二‘

(
。 , 才。

) JJ <
刁(。 ) / 2

, ‘~ 1 ,

…
, n

令夕(。 ) ~ m in {
a ,

d
(
。 )

, 叮(。 ) / 2 M
2
(。 )

,
b /

a
(
。 ) }

,

其中b任(o
, 一)和

f么
, 、

、

叭叨 ~ 圣警怂飞头心八 。 )少J一 二
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_

-一

一

一
.
一一

~

一一
一一

一则 , :习 , ( 。
,

司是实值随机变量
.

对M (。 ) = M
:
( 。 ) + M

Z
(。 ) + M

3
(。 )

,

引理2
.
6中定义的映射E

‘,
。”C C (C [。 X J

。

(
。)

,

G
‘
]) 是可测的且对每一。任。

,
E

,
(
。 )是C [J

。

(
。 )

,

吼〕的非空有界闭凸子集
.
令E (司 ~ E

;(司
x … x E 。

(
。 )

.
定义 映射了

’‘:
G
r
( E ) * C 〔口 义 J

。

(
。 )

,
G
‘〕

, ‘= l ,

…
, n

如下

T .(。
, 义:

(
。 ,

*
)

,

…
,

x
。

(
。 ,

t
) )

一‘。
, ‘, +

l
:

。

K “。
, ‘,

一
(。 , ·

,
,

一
‘。

, ·
, , “

·
‘3

·

2 ,

其中积分是弱积分
.
由K

‘
(
。 , , , s ,

%
(
。 , s

) ) 的假定知积分有意义
,

对 X
‘任C 〔。 X J

。

(
。 )

,
G
‘」

,

i =
1
, …

, 。和 t〔J
。

(
。 )

,

由于 X
‘一

值随机变量的有限和序列的极限还是 X
‘一

值随机变量
,

因

而r ‘
(.

,

xl (.

,

t)

,

…
,

%
。

(.

,

t) ) 也是X
‘一

值随机变量
.
对每一。〔。

, 义〔E (司和斑J0 (司
,

由H ah n
一

B
a n a e

h 定理
,

存在价
‘
〔X 贯

,

使得 I}叻
‘
11 = 1和 }价‘[ T ‘

(
。 , x

(
。 , 才) ) 一

z ‘
(
。 , 才)〕i~

11丁
‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) )
一二‘

(
。 ,

t
) I }

.

由假设 (i)知
,
对一切 。任口, ‘= l ,

…
, n ,

有

1IT
‘
(
。 , 劣

(
。 ,

t
) )
一 z ‘

(
。 ,

t
) {}

= 1叻‘〔T ,
(
。 ,

%
(
。 ,

t
) )
一 z ‘

(
。 ,

t
) 〕{

}功‘〔K
‘
(
。 ,

t
, s ,

x
(
。 , s

) ) 〕}d
s

M
Z
‘。 , d :、M

Z
(。 )飞

,

(
。)、

粤
(3.3)

r性、, ,.f‘恤,J

对每一 。任口
,

x
~ (

x , ,

…
, 二。

) 〔E (司和t
, : 〔J

。

(司
,

由H ah n
一
B
a n a c h 定理

,

存在咖〔X 亨
,

使得!}叻
‘
} =

1和

I功
‘
[ T

‘
(
。 ,

x
(
。 , 才) ) 一 T

‘
(。

,
x

(
。 , ‘

) ) 〕]~ l]T
‘
(
。 ,

x
(
。 , 才) ) 一 T

;
(。

, 义
(
。 , :

) ) }】

因而由假设 (i)
,

(
1 1

) 和
二‘任L jp对

1
(。) [口 x J

,
G
‘〕有

】}T
‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) )
一了

’

‘
(
。 ,

x
(
。 , :

) ) 】1

~ }劝‘[ T ‘
(
。 ,

x
(
。 , 才) ) 一 T

‘
(
。 ,

x
(
。 , r

) ) 〕}

、 },
‘〔一 (。

, ‘卜一 (。
, ·

川 +
{l:

,
‘

〔K ‘
(
。 , 才,

一 x (。
, ·
) ) 〕d

·

+

1
}
;

。

“「K “。
, ‘,

一‘。
, ·

, , 一 K “。
,

一
‘。

, “
, ’〕“

·

簇 }l“(。
, ‘) 一

z ‘
(
。 , r

) ! l +

} (

,

M

:

(
口 )“

S
{
+ M

。

(
。 ) i‘一

r
l

( ( M
‘
(
。 ) + M

,

(
。) + M

。

(
。) ) }卜

‘
l = M (

。 ) !t
一 r

l
,

i
=

l
,

…
, ”

(
3

·

4

)

于是对每一 ‘= 1 ,

…
, 。 ,

犷‘:‘: (E ) , e [。 x J
。

(
。)

,

“〕和对每一 。〔。
,
犷‘

(
。 ,

万 (。 ) ) 〔

E ‘
(司
.
现证对每一i~ 1

,
…

, n 和 。〔。
,

T
‘
(叫

·

)

:

E
(司 , C 〔口 x J

。

( 甸
,

G 〕是弱连续的
.

设x二 (%
:, …

,
x

,

) 〔E (。)和任一固定的 。〔口
,

令 厂(T
‘
(
。 ,

x
(
。 , 才) )

,

叻‘
, 。

) 是 T
‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) ) 在空 lbJ C 〔J

。

(
。 )

,

X 〕中的弱邻域
,

其中功
‘〔C 〔J

。

(
。)

,

X 〕肠 ( C [ J
。

(
。)

,

X ] 的对偶

空lb] )
.
由于 (3

.4)说明T
‘

(
。 ,

E
(
。 ) )是C 〔J

。

(
。 )

,

X j 的等度连续子集
,

因而由 M i七e h e ll
-

S m it h[ ”’的引理1
.9 ,

只需假定咖~ 乙衅
,

其中每一解是点泛函 (见〔15
,

p

.

3 9
4] )

.

假定

、
具有这种形式

,

由于必是点泛函
,

因而存在衅〔x 誉和点亡
。〔J

。

(动
,

使得对每一 、〔C 〔。 只
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J 。
(
。 )

,
G 〕

,

价T〔x (。
,

t
) 〕一砂T[% (。

, 才。
) ]

.

由M i七e h e ll
一
S m i七h 「‘5 ’的引理 1.10 ,

对每一

衅 和 标
,

存在有限多个点泛函江丁
,

哭C [J
。

(司
,

X 产
,

k = 1
,

…
,

N T 和 把> 0
,

使得当 , 〔

产(
x,

刀T
, 扮 ,

几t
,

N 7 ) 时
,

对一切
s任J 。

(
。)

,

有

!功T [K
‘
(
。 ,

t
二 , s , , ( 。

, s

) )
一 K

‘
(
。 , 才。 ,

;
, 义

(
。 , s

) ) 〕j<
。
/ N 丫(。)

因此对 , 〔E (。) n

{立
1
, ( X

,
“:

, ·,
‘:

,

N : )

〕
,

我们有

1叻‘[ T ‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) )
一 T ‘

(
。 , 夕(。

,
t

) ) 〕}

乙功T [T
‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) )
一 T ‘

(
。 , 夕(。

,
t

) ) 〕
,

价. 1

}鑫
, ,

( l
:

。

〔“‘。
, ‘,

“。 , ·
, , 一 K “。

, ‘,
一 。‘。

, ·
) ) 〕d

·

) {

{身
:(l 〔K

‘
,

‘。
, ‘。 , “,

“。 , ‘, , 一 K “。
, ‘。 ,

一。‘。
, :

) ) 〕d
:

) 1

{劝丁[K
‘
(
。 , 亡。 , s ,

x
(
。 , s

) )
一 K

‘
(
。 ,

t
。 , s ,

y
(
。 , :

) ) 〕Id
s

e , , 一

~

万叔石厂}
r“一 r OI气“

名耐
"
艺叹簇

甲而ha
〔
E(

。) 门
[
门 产(

x,
对了

, 后,

几 N : )
〕

,
T “。

, , “
,
) , ‘, , 〔“

T“。 ,
x ‘。

, ‘, ,

盛
, 。

)

,

于是对每一i= l
,

…
,

n,

对每一。〔口
,

B
‘
c= E

‘
(
。 )

,
f

刀(T
‘
(
。 ,

B
(
。 , 才) ) )

T
‘:
G
r
( E ) 、C 〔口x J

。

(
。 )

,
‘.〕是弱连续随机算子

.

= l , 二 ,, n ,
B ~ B

: x … x B
, ,

由假设 (11 1)
,

有

一”
({
一‘。

, ‘, +
l
:

。

K “。
, ‘,

一‘。
, ·

, , “一〔B

} )

一”
(弋l:

。

K
!

‘。
, ‘,

一‘。
, ·
) ) “一〔B

})

《刀(}t一 t
。

}
e o

( K

‘
(
。 ,

J
。

(
。 )

,
J
。

(
。)

,
B

(
J
。

(
。 ) ) ) ) )

成少(。 )刀(K
‘
(
。 ,

J
。

(
。 )

,
J
。

(

。)
)

,
B

(
J
。

(
。 ) ) ) )

( 护(。 )乙
a‘, ,

(
。 )刀(B

,
( J

。

(
。 ) ) )

了‘ 1

= 艺v (。 )
a ‘, ,

(
。 )刀(B

,
( J

。

(
。 ) ) )

,
亡~ 1 ,

…
, ”

由(3
.
幻和 (3

.4) 知
,

对每一 。〔口 ,
T
‘
(
。 ,

B
(
。 ,

约) 在 J
。

(
。 ) 上一致有界和等度连续

.
由

M iteh e ll
一
S m i t h

〔‘5 ’的定理2
,

有

例T
‘
(
。 ,

B
) )

=
s u

p 刀(T
‘
(
。 ,

B
(
。 ,

t
) ) )

才( J
。
(
。)
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簇乙 , ( 。 )
a ‘,

,
(
。 )刀(B ,

)
,

‘

” , 炸

a ‘,
,

(
。 ) = v (。 )

a , , ,
(
。 )

,
f

,

j =
1

,

…
, n

乙
a, , ,

(
。 ) “ E

, ( 。 )
a ‘, ,

(
。) ( v (。 )

a
(。 )簇b< 1

,

了一 l 了一 1

=
1

,

一
n

知
,

存在正实值随机变量
r‘
(司二1

,
f =

1
,

…
, 。
是随机不等式组 (2

.
1) 的随机解

.
由定理

2.x, 存在 (x 贾
,

…
, 戈忿)任L ip , ( 。) 〔口x J

。

(
。 )

,
G ]

,

使得对一切。〔口
,
‘= l

,

…
, n ,

x 岔(。
,

t
) = T

‘
(
。 ,

x 萝(。
, 才)

,

…
,

x 贯(。
,

t
) )

即 (尤全(。
,

t)

,

…
,

x 蓄(。
,

t) ) 是非线性随机V olterra积分方程组 (3
.1)

‘

的随机解
.

定理3
.
2 设定理3

.
1的假设(ii )被满足和对每一i一 1

,

…
, n ,

X

‘
是自反的

,

K 关C 叮口

x j x j x a
,

口‘]
,

其中认是G
‘的闭包和口一口

,
x … x 口

。 .

则定理 3
.1的结论成立

.

证 由于对每一‘~ 1
,

…
, n ,

认是有界闭集
,

因而认是弱紧集
.
于是百是 X ~ X

, x …

x X
”

中弱紧集
.
由K

。的弱连续性推得对每一。任口
,

K
‘
(
。 ,

J x J x 口)在 X
‘
中也是弱紧的

.

令 M
:
(。 ) = s u p { 11K

‘
(
。 ,

t
, s ,

x
) }卜(t

, s ,
x

) 〔J x J x 否
,
‘= 1

,

…
, n

}

,

则 M
::口、 (o

,

co ) 是实值随机变量
.
设E (司如定理3

.1中所定义
.
对每一。任口

,
B
‘
c 负

,
‘= 1 ,

…
, n ,

我

们有K
。
(
。 ,

J
。

(
。)

,
J
。

(
。)

,
B

(
J
。

(
。 ) ) ) c= K

。

(
。 ,

J
,

J
,

口)和 B (J
。

(
。) ) = B

:
(J

。

(
。) ) x …

x B 。

( J

。

(
。 ) ) c= 口

.
因而推得刀(K

‘
(
。 ,

J
。

(
。)

,
J
。

(
。)

,
B

( J

。

(
。 ) ) ) ) ~ o和刀(B

‘
) =

o
,
‘== 一,

…
, 。.

由定理3
.1即得结论成立

.

注3
.
1 定理3

.
1和3

.
2改进和推广了丁t71 的定理3

.1 ,

丁[9j 的定理3
.2和3

.3 ,

V
au

g h
n 〔

1a] 的定理 3
.1 ,

L
a

k
s

h m i k
a n

t h
a

m
「1 3 〕的定理2

.
1到B ana

eh空间中关于弱拓扑的非线性随机V olterra积分方程组
.

作为定理3
.
1和 3

.2的应用
,

我们易得非线性随机微分方程组的 C au C h y 问题的弱随机解

的存在定理
.

以下我们考虑随机微分方程组的随机C au chy 问题
:

d x ‘(。
,

t
) /

d 才~ f
‘
(
。 ,

t
,

x ‘
(
。 , 才。

) ~
二‘

(
。)

,

x :

(
。 ,

t
)

,

…
,

%
”

(
。 ,

t
) )

(
3

.

5
)

V
。〔口

,
i

=
1

,
…

, , ”

弱随机解的存在性
.
其中每 一

z::口 , G ‘

是 X
‘一

值随机变量
,

f

‘〔C 叹幻 只 J x G , x … x G
, ,

G
‘」
.
导数是弱导数

.

称函数组戈‘:日 x J 、认
,

i
~

1
,

… , 。是随机 C au ch y 问题 (3
.
5) 的弱随机解

,
、

如果对每

ee 东~ 1
, 二

, ,
n ,

( i )
戈‘〔C ,

[ 口x J
,

G
‘
]

,

(
1 1

)
x ‘

(
。 ,

t
。

) =
: ‘

(
。)

,

V
。任口

,

(
1 1 1

)
J

x ‘
(
。 , 才) / d , = f

‘

(
。 ,

r
,

x
,

(
。 , t

)

,

…
,

x
。

(
。 , , ) )

,

V (
。 ,

t
)
〔口 x J

.

定理3
.
3 假设

(i) 存在实值随机变量M
,
甜” (0

,

co )

,

使得对每一 . 〔习和任意的 (云
,

x)
〔J 又 G

,
有

}}f
‘
( 。

, 才,
x

, ,

…
,

x
,

) 1}《M (。 )
,

i 一l
,

…
, n

(
11

) 存在非负实值随机变量 a ‘, ,
(
。 )

, ‘,

j 一1
,
…

, 。 ,

使得对每一
〔。〔g 和任一有界集

B 。c G
‘,

f 一 1
,

…
, 。,

B 一B :x … x B
, ,

有
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刀(f
:
(。

,
J

,
B

) ) 《 E
a‘,

,
(
。 )刀(B ,

)
,

s

…
s 月

则存在正实值随机变量 , :
口、 (0

,

a] 使得随机 C au ch y 问题 (3
.5)宅

上有弱随机解 (x全(。
,

t
)

,

…
,

x 尊(。
,

r
) )
〔L ip , ( 。)

[口 x J
。

(
。 )

,
G j

t
。

+
, ( 。)〕

证 求随机 C au ch y 问题 (3
.
5) 的解等价于求如下的非线性随机 V ol 七e r r a 积分方程

组
:

一‘曰
, ‘,一‘。 , +

l
:

。

“‘。
,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, , “一

…
, n

(
3

.

6
)

令
z‘

(
。 , 才) =

二‘
(
。 )和 K

‘
(
。 , 才, s ,

x , ,

…
,

x
。

) 二f
‘
(
。 , s , 义 : ,

…
, 义。

)

,

V
才〔J

,
f 二1

,

…
, n

.

容易验

证
,

对于M
,

(
。) = M

3
(司 一。和M

:
(司 = M (司

,

V
。〔口的定理3

.
1中全部条件均被满足

.
因

此
,

随机V ol七e r r a 积分方程组 (3
.6 )有随机解 (x璧(。

, 才)
,

…
,

x 贯(。
,

t
) ) 〔L ip 二(

。
) 〔口 x

J
。
(
。)

,
G 〕
.
由M ite h e ll

一
S m it h

【’“’的引理3
.1知

,

(
x 全(。

, 公)
,

…
,

x 常(。
,

t
) ) 是随机C au ehy

l’ed 题(3
,

5
) 在J

。

(
。 ) 一 〔t

。, 公。
+

, (
。。
) 」上的弱随机解

.

定理 3
.
4 设对每一i~ l

,

…
, n ,

介〔C 叮口 x J x 否
;x … x 厚

。 ,

凤〕
,

G
‘
是尤

‘
有界子集且

X ‘
是自反的

.
则存在实值随机变量v: 口、 (0

, 。〕
,

使得随机C au ch y 问题 (3
.
5) 有弱随机解

(x全
,

…
, 尤贯)〔L ip 二(

。
)
[口 x J

。

(
。)

,
G 〕

,

其中J
。

(
。 ) = [t

c,
t
。

+
, ( 。 ) 〕和M (。) =

s u p { }!f
,

(
。 ,

s ,
x

) j!

:

(

s , 戈
)〔J x 夕

,
‘一 1

,

…
, n

}

.

证 在定理3
.
2中

,

对每一f二 1
,

…
, n , 才〔J

,

令
:‘

(
。 ,

t
) ~

二‘
(
。)

,

K

‘
(
。 , 才, s ,

x , ,

…
,

x
。

)

= f

‘
(
。 , s ,

x : ,

…
,

x
,

)

.

由定理3
.
2知

,

随机V ol七er ra积分方程组 (3
.6) 有随机解 恤贯

,

…
,

对)任L ip , ( 。 )〔口 x J 。(。 )
,

G ]
,
其中M (。 )二

s u p { Ilf
‘
(
。 , : ,

%
) 11

:

(

s ,
x

) 〔J 又口
, ‘= 1 ,

…
, n

}

.

于是(对
,

…
,

嵘)也是随机C au ch y 问题 (3
.5)的弱随机解

.

注3
.
2 定理3

.3和3
.
4推广了丁 〔9 〕的定理3

.
4和3

.
5 ,

M i t e
h

e
l l
一S m i t h 仁1 , ,的定理3

,

D
e

B l
a s

i
一
M y

j
a k 〔

4 ]

的定理4
.2和〔3

,

14

,

15

,

16 〕中相应结果到B an ac h弱拓扑下随机微分方程组的随机C auc h y问题
.

四
、

极值随机弱解的存在性

在本节中
,

我们讨论在B an ach空间的弱拓扑下
,

随机积分和微分方程组的极值随机弱

解的存在性
.

设H
‘已 X

‘, 落~ l
,
…

, 。是真锥且H
‘的内部H 全非空

.
对

“, 。〔X
‘,

我们说
“
《

” ,

如果

砂一 “〔H
‘
和

“
<

。 ,

如果
。一 “〔H 军

.
令H 犷和 H 合

, ‘
表示如下的集合

:

H 牛一 {了〔L (X
‘,

R
)

,
% 〔H

‘今f (x) ) 叶

H 言
, ‘一{了〔L (X

‘,

R)

: 二〔H 了今f (劝> 叶

其中L (X
‘,

R) 是从X
,到 R 的全体连续线性泛函的集合

.

我们首先证明下述随机积分不等式
.,

定理4
.
1 设 K

‘〔C ,
[ 日 x j x j x X

:x … x X
。 ,

X
‘
j

, z ‘, “‘, ”‘〔C 幼
[口 x J

,

X
‘
]

,
i =

l
,

2
,

…
, n

.

假设讨每一 (。
, 才, :

) 〔口 x J 又 J
,

K

‘
(
。 , 才, : ,

x
l ,

…
,

x
。

) 关于(x
, ,

…
,

x
。

)

单调非减
,

即若为簇功
,

j ~
l

,

…
, n ,

则有

K ‘
(
。 ,

t
, s ,

x
, ,

…
, 戈

,

) 《K
‘
(
。 ,

t
, s ,

g
, ,
…

, 刀,

)

,
i = 1

,
…

, n

假若对t> t
。

和。〔口
,

下列不等式组
:
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一‘。
, ‘,‘一‘。

, ‘, +
l
:

。

K “。
, ‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, , d二 ‘一 ‘,

一 “
·

‘,

。‘
(
。 ,
才)》

:‘
(
。 , , ) +

l

‘

兀‘
(
。 , 才,

: , 。 ;
(
。 ,

:
)

,

…
, 。。

(
。 , :

) ) 、
: ,

i =
1

,

…
, 。

(
4
.
2
)

其中之一组是严格的
,
且

。‘
(
。 , 才。

) <
刀‘

(
。 ,

t
。

)

,

V
。〔日

,
i =

1
,

…
, n

则我们有
“‘

(
。 , 才) <

。‘
(
。 ,

t
)

,
V 。〔口

, 才> t
。,

f
~

z
,

…
, n

证 假设结论不成立
,

则存在。〔口和正{1
,

…
,

时
,

使得

F (。 ) = {t> t。: “‘
(
。 , 才)节”‘

(
。 ,

t
) } 笋价

令*(。 ) = in f F (。 )
,

则*(。 ) > t。且对任一t〔[t
。 ,

t
(
。 ) )

, 。‘
(
。 ,

t
)
一 。‘

(
。 , 公)〔H 写和 。‘

(
。 ,

t
(
。) )

一 u ‘
(
。 ,

t
(
。 ) )〔aH

, .

因此由L ak sh m ik an th am
一
L
e e

l
a 〔‘们引理4

.
3.2 ,

存在f〔H 竺
,

使得

f (。
‘
(
。 ,

t
(
。 ) ) 一

。‘
(
。 ,

t
(
。 ) ) ) = o和对任一 “〔H :

,
f (

。
) >

0
.

如果随机不等式组 (4
.2)是严格的

,

则由K
‘
(
。 ,

t
, : , 大: ,

…
,

x
。

)关于 (x
:, …

,
x

,

) 的单调性

有

f (“
‘
(
。 , 才(。 ) ) )

, 心(。 )

簇f (
二‘

(。
,

t
(
。) ) + 、 K ‘

(
。 , 才(。 )

, s , “:
(
。 , 。

)
,

…
, 。”

(
。 , :

) )
d

s

)

f0

心( 0 )

《j (2
‘
(
。 ,

t
(
。) ) +

< j (
。‘

(
。 ,

t
(
。 ) ) )

K
‘
(
。 ,

t
(
。 )

, s , ” :
(
。 , s

)

,

…
, ”。

(
。 , s

) ) d
s

)

这与j (。
‘
(
。 ,

t
(
。 ) ) 一

“‘
(
。 ,

t
(
。) ) ) = o矛盾

.
于是结论成立

.

如果随机不等式组(4
.
1) 是严格的

,

利用相同的证祛可证结论成立
.

定理4
.
2 假设定理3

.1 的条件均被满足
,

且对每一 i~ l
,

…
, n 和 (。

,
t

,

s) 〔口x j x J
,

K

‘
(
。 ,

t
, s ,

x : ,

…
,

x
。

) 关于 (二
, ,

…
,

x
”

) 单调非减
.
则存在实值随机变量 ?

, 口” (o
, a 〕

,

使得非

线性随机V ol 七e rr a积分方程组(3
.
1) 在 J 。

(司 = [t
。,

t
。

+ 以 。 )」
_
上有极大和极小随机解

,

即

存在 (之
, ,

…
,

几
,

)

,

(
p

, ,

…
,

p
。

) 〔L ip , ( 。)
[二 x J

。

(
。 )

,
G 〕= L ip , ( 。)

[‘2 x J
。

(
。)

,
G

:
]

x … x

L ip 二(
。
)
[口 x J

。

(
。 )

,
G

,

]

,

其中J
。

(
。 ) = [t

。, 才。
+

, ( 。 )〕和 M (。 ) = M
;
( 。) + M

:
(。 ) + M

3
(。 )

,

使得对 (3一 )的任一随机解(x
:, …

, 欠。

) 〔L ip , ( 。 )
[口X J 。(。 )

,
G 〕

,

p
‘
(
。 ,

t
) (

x ‘
(
。 ,

t
) 《只

‘
(
。 ,

t
)

,

V
。〔口 , t 〔J 。(。)

,
i ~

l
,

…
, ,

证 设叮(。 )
,

d
(
。 ) 和 a (。) 如在定理 3

.1 中所定义
.
令 , ( 。) = m in {

a
川 (。 )

, 粉(。 ) /

4 M
:
(。 )

,
b /

a
(
。) }

,
其中b〔(0

,
1

)

,
则 , , 口” (o , a 」是实值随机变量

.
令E

‘
(
。 )如在引理2

.6

中所定义
,

其中M (。 ) = M
:
(。 ) + M

:
(。 ) + M

3
(。)

.
令E (。 ) = E

:
(。 )

x … x E
”

(
。)

.
定义映

射T
‘:

G
r
( E ) ”C [口 x J

。

(
。 )

,
G
‘〕

,
‘= 1

,

…
, n

为

T .(。
,

x :

(
。 ,

t
)

,

…
,

x
。

(
。 ,

t
) )

一‘。
, ‘, +

}:

。

K “。
, ‘,

一 ‘。
, ·

,
,

一
(。 , ·

, ) d
·

其中积分是弱积分
.
对每一i一 1

,

…
, 。 ,

选取X
‘一
值随机变量 , ‘:口、H I

,

使 l夕
‘

(
。 ) }《刀(。)

/ 4
,

V
。〔口

.
令 , 丁(。 ) ~ , ‘(。 ) /。

,
m

~
1

,
2

, ·

… 定义映射T T
:G r(E ) , C 〔口x J

。

(
。)

,
G
‘〕,

东~ 1, …
, n

为
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T T (。
,

x ,
(
。 ,

t
)

, , 二 ,
x

,

(
。 , 才) ) ~ T ‘

(
。 , 大 ,

(
。 ,

t
)

,

…
,

x
”

(
。 , 广) ) + , T ( 。 )

, m ~ 1
,

2
,

…

则对每一。〔口
,

x
~ (

x , ,
…

,
x
。

)
〔E (司和班J

。

(动
,

由H a h n
一
B
a n a c

h 定理
,

存在 咖〔X 贯
,

使得I}功
‘
I} ~ 1

,

} 功
‘
[ T 甲(。

,
%

(
。 ,

t
) )
一 z ‘

(
。 ,

t
) 」i= 11T T (。

,
x

(
。 ,

t
) )
一 z ‘

(
。 ,

t
) lj

.

因而对每一

i= 1
,

…
, ”和。〔口

,

有

1IT 丁(。
,

x
(
。 ,

t
) )
一 z ‘

(
。 ,

t
) }! = }功‘[ T 丁(。

,
x

(
。 ,

f
) )
一 二‘

(
。 ,

t
) ] }

、
l
:

。

,“〔K “。
, ‘,

一(
。 , ·

) ) 〕}、
·
+ ,功

‘〔, : ( 。 )〕}

《{{夕T (。 ) }I+ M
:
(。 ) (t一 t

。

)

《刀(。 ) / 4 m + M
Z
(。 )v ( 。) ( 刀(。 ) / 2 (4

.
3 )

对每一。〔口
, 尤

= (
x ; ,

…
,

x
,

) 〔E (。 )
,
‘= l

,
…

, n 和 r
, : 〔J

。

(
。 )

,

由(3
.4)式有

】{T 了(。
, 义

(
。 ,

t
) )
一 T T (。

,
x

(
。 , r

) ) }}

~ !}
T
‘
(
。 ,

x
(
。 ,

t
) )
一 T ‘

(
。 ,

x

(
。 , :

) ) }!

雀M (。 ) !t 一
:
} ( 4

.
4 )

于是对每一。〔口和。 ~ 1
,

2
,

…
,

T T

,
E

(
口 )”E

。
(
。 )

,

利用定理3
.
1证明中相同的论证方法

,
我

们可证对。 = l
,

2
,

…
,

T 了
, ‘~ 1 ,

…
, n

在J
。

(
。 )上有不动点(鳄

,

…
,

心)〔L IP 州
。
) 【口 x J

。

(
。 )

,

G 〕
.

对每一。〔口
,

由刀的性质有

刀({xT(。
,

t
) } 需

一 :

) = 刀({T
‘
(
。 ,

x 了(。
,

t
)

,

…
,

x 晋(。
,

t
) ) +

夕了(。 ) }:
. ;
)

一”
({ l:

。

K “。
, ‘,

一了‘。
, ·

,
,

一
:‘。 , ·

, ,“
·

芡
一 :

)

《刀( }t一 t
。

1
c o

( K

‘
(

《 , ( 。 )刀(K
‘
(
。 ,

J

。

(

。 ,
J
。

(
。 )

,
J
。

(
。

。 )
,

J

。

(
。 )

,

{

x 李

,

{
二
T (
。 ,

J

。

(
。) )下芬

一 , ,

…
,

{
x

: (
。 ,

J

。

(
。 ) ) }:

。 ;
) ) )

。 ,

J

。

(
。 ) ) }需

.: , 二 :
,

{
义份(。

,

J

。

(
。 ) ) }器

= ,
) )

《y (。 )艺
a‘, ,

(
。)刀({、丁(。

,

J

。

(
。) ) } :

一 ,

)

,
, ”

’
, 月

由 (4
.
3)和 (4

.
4)知

,

对每一固定的 。〔口
,

的
.
因而由M ite h e ll

一
S m it h

〔‘5 ’
定理2

,

…
, , ,

{畔 (。
,

t) } :

.
:

是一致有界和等度连续

对每一。〔口
,

f ~
1

,

…
, n ,

有

刀({
x丁(。

,

J

。

(
。 ) ) }需

. ,

)
=

s u p 刀({
xT (。

,
t

) } 需
一 :

)

一( J
o
(。)

(
, ( 。 ) E

a ‘, ,
(
。)
)刀({x丁(。

,
J
。

(
。 ) ) }军

二 ,

)

因为 ? (。 )乙
a‘, ,

(
。 )成 , ( 。 )

a
(。 )《b< 1

,

J
二 1

V
。〔口

, 玄二 1
,

…
, n

从而若对某个。〔口和k〔{ l
,

…
, ”

> o
,

则我们有

有刀({尤璧(。
,

J

。

(
。 ) ) 卜言

一 :

) = m
a x 刀({x丁(。

,
J
。

(
。 ) ) }:

. ,

)
l
“

‘招

刀({XT(。
,

J
。

(
。 ) ) 卜需

一
:

) 《? (。 )乞
a, , ,

(
。 )刀({

x手(。
,

J
。

(
。 ) ) }需

一 ;
)

(
丫(。 )乙

a, , ,
(
。)刀({二贫(。

,
J
。

(
。) ) } :

一 :
)

了一 共
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( b刀({x贯(。
,

J
。

(
。 ) ) } :

. :
)

< 刀({戈里(。
,

J

。

(
。 ) ) }:

. :
)

矛盾
.
于是必有 刀({畔 (。

,
J
。

(
。) ) }幕

;
)~ 0

,

V
。任。

, ‘= 1
,

…
, 。 .

从 而 对 每 一 。〔口
,

硒不兀
一

丁万药是弱紧的
.
由 L ak 。h m i k a n t h

a
m
一
L
e e

z
a 〔“ ,

定理 1.1
.
6 和 L ip , (

认
)[口 x

J
。

(
。)

,
G 〕是弱闭凸集知

,
对每一固定的‘= 1

,

…
, 。,

存在扭T(。
,

·

)
} ;

二 :的子序列{二介(叭
·

)
} r

一 :

和击〔L IP 州
。
) 〔口 x J

。

(
。 )

,
G
‘〕,
使得{x沙(。

,
·

)
} T

. ,

一致弱收敛于 元‘(。
,

·

)

.

注意到

对每一i二1
,

…
,

n,

二梦
‘
(
。 ,

t
) = T 沙(。

,
x 梦

‘
(
。 ,

t
)

,

…
,

% 梦
为
(
。 ,

t
) )

一T ‘
(
。 ,

刃
为
(
。 , , )

,

…
,

x 梦
为
(
。 , , ) ) + 夕‘

(
。 ) /。

,

由T
。的弱连续性

,

有

元,
(
。 , 矛) = T

‘
(
。 ,
几:(。

, 才)
,

…
,
几

,

(
。 , 才) )

, ‘= 1
,

一
, n

即 (几
: ,

一
,
几

,

) 〔L ip , ( 。 )〔口火
J
。

(
。)

,
G ] 是随机V olterra积分方程组 (3

.1)的随机解
.

现设 (x
, ,

…
,

x
。

)
〔L ip 州

。
) 〔口 x J

。

(
。 )

,

G 〕是方程组 (3
.
1) 的任一随机解

,

即对每一。〔口
,

i 二 1
,

…
, n ,

x ‘
(
。 , 才) =

二‘
(
。 ,

因为对每一。〔口
,

i
~

1

‘, +
}
:

。

K

,
‘。

, ‘,

一‘。
, ·
)

,

一
(。 , ·

) ) 、
·

, ”
’

, n ,

,
心

x 梦
白
(
。 ,

t
) =

二‘
(
。 ,

t
) +

\ K

‘
(
。 ,

t
, : ,

x 护
k
(。

, s

)

,

…
,

昭
台
(
。 , s

) )
d

s
+

, 尸
人
(
。 )

> 一‘。
, ‘, +

l :

。

K

,
‘。

, ‘,

一护
自
‘。

, ·
,

,

一
禁
*
‘。

, ·
, ,“

·

二‘
(
。 ,

t
。

) =
z ‘

(
。 , 才。

) <

二‘
(
。 ,

t
。

) +
刀黔

存
(
。 ) = 刃

‘
(
。) , 才。

)

由定理4. 1推得

x‘
(
。 ,

,
) <

二犷
掩
(
。

,

t
)

因而对每一。〔口
,

. 〔H 誉
,

有
e‘

[几
‘
(
。 , 公) 一

、‘
(
。 ,

t
) 〕

= e , 【几,
(
。 , 才) 一

x梦
k
(。

,
t

) 〕+
e‘
[
x 梦

‘
(
。〕 , 亡) 一

x ‘
(
。 , 才)」

)
c‘〔之‘( 。

,
t

)
一 x梦

吞
(
。

,

t
) 〕。 o (左。co )

, ￡二 z
,

…
, 。

由L ak sh m ik a n th a m
一
L
e e l a

〔‘4 」引理4
.3
.
2, 有

二‘
(
。

,

t
) 簇久

‘

(

。 , ,
t

)

,

V
。〔口

, 才〔J
。

(
。 )

,
‘= 1

,

…
、
n

这就证 明(几
:
(。

,

约
,

…
,

几
二

(
。 ,

幼)是随机V ol七e r ra 积分方程组 (3
.
1) 在 J

。

(
。 ) 上的极大随机

解
.

如果定义少T
:G r (百) , C 〔口 x J

。

(
。 )

,
G
‘
]

,
i 一1

,

…
, 。
为

全丁(。
,

x ,
(
。 ,

:
)

,

…
,

x
。

(
。 , 才) )

~ T ‘
(
。

,
x

;

(
。 ,

*
)

,

…
,

x
。

(
。 ,

t
) )
一 , 丁(。 )

, 。 = 1
,

2
,

…

类似上述证明
,

可证得随机V ol te
rr a积分方程组 (3

.
1) 的极小随机解的存在性

.

定理4
.
3 假设定理3

.
3的条件 (i )和 (ii )被满足

,

且对每一(。
,

s) 〔口 x J
, ￡~ 1 ,

...

, 。 ,

介(。
, “ ,

xl

,

…
,

x
。

) 关于 (xl
,

…
,

x
。

) 单调非减
.
则存在炙值随机变量丫

:
口、 (。

,

aj

,

使得随机

C au ch y 问题 (3
.5)在 L ip , ( 。 )

[口x J
。

(
。 )

,
G ] 中有极大和极小弱随机解

,

其中J
。
(
。 ) ~ [才

。,
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t。
+
夕(。 ) ]

。

证 我们考虑与随机C au ch y 问题(3
.5)等价的随机V ol terra积分方程组 (3

.6). 对每

一‘= l ,

…
, n 和对任意t〔J

,

在定理4
.2中令

:‘
(
。 , 才) ~

二‘
(
。 )和 K

‘
(
。 ,

t
, s , 劣、,

…
,

x
。

) ~ f

‘
(
。 ,

“ ,

xl

,

二
,

肠)
.
由定理4

.2推得随机V ol terra积分方程组 (3
.
6)有极大和极小随机解 (几

, ,

…
,

几
”

)

,

(
户, ,

…
,

p
。

) 〔L ip , ( 。) 〔口 x J
。

(

。)
)

,
G 〕
.
显然

,

它们也是随机C au eh y 问题 (3
.5) 的极

大和极小弱随机解
.

注4
.
1 在定理3

.
2和3

.
5的假设条件下

,

我们也能得到随机V ol terra积分方程组(3. 1) 和随机 C a uc h y

问题(3
.
5) 的极值弱随机解的存在定理

.
这里不再赘述

.

注4
.
2 定理4

.
2和4

.
3推广了丁仁8 〕定理5

,

丁 ‘9 ,定理4
.2 和 4

.
3 ,

V
a u g 五n t’

8 , 定理4
.2 和 L ak sh扭 ik a n

-

th
o m 一L o e

la
「‘魂〕定理 5

.5.3 到 B ana
。
h 空间弱拓扑下随机积分方程组和随机微分方程组的随机 C au ch y 问

题
。

五
、

弱拓扑下的比较结果

在本节中
,

我们将证明随机V ol terra积分方程组 (3
.
1) 和随机C au ch y问题 (3

.5) 的比

较结果
.

定理 5
.
1 设定理4

.
2的条件均被满足

,

(
几:(。

,
t

)

,

…
,
几
。

(
。 ,

t
) ) 和 (p

;
(。

, 才)
,

…
,

p
。

(
。 ,

t
) )

分别是随机V o lte
rr a积分方程 组 (3

.
x)的极大和极小弱随机解

.
设(”

;
(
。 ,

t
)

,

…
, 。 。

(
。 , 矛) )

〔L IP 二 (
。
)
[口 x J

。

(
。 )

,
C ]

,

则

(i) 如果对每一。〔口
, 矛〔J

。

(
。 )

, ‘= 1
,

…
, n ,

。‘
(
。 , 云)《

二‘
(
。 , 才) +

l

‘
尤

‘
(
。 , , , : , 。 ,

(
。 , :

)

,

…
, 。 。

(
。 , :

) )
、s

则对任意。〔口
,

班J
。

(
。 )

,
泣

(11) 如果对每一。〔口
s

”‘
(
“, ,

t
) >

二‘
(。

, 公) +

~ l ,

…
, n s

才〔J
。

(
。 )

,

,

己

有
。‘

(
。 , 才) ( 久

‘
(。

, 才)
;

,
.
” , 月-

K
‘
(
。 , 才, s , ” ,

(
。 , s

)

,

…
, ”二

(
。 , s

) )
d

s

护
t
o

则对任意。〔口
, 才〔J

。
(
。,

)

, ‘= l ,

…
, 。,

有
。‘

(
。。,

t ) 》 户‘
(
。

,

才)
.

证 我们只 需证明结论 (i)
,

因为结论 (ii )的证明类似
.
沿用定理 4

.
2

证法
,

对每一。〔口
,

i
~

l
,

…
, n ,

有

二梦
*
(。

, , ) >
二 ‘

(

。) ,

才) +
l

‘

尤
,

(
。 , ,

,
: , 、梦

、
(
。 , , :

)

,

…
, 二梦

。
(
。 , :

) )
、s

的证明中的记号和

护
t
o

和
。‘

(
。 ,

t
。

) (

二‘
(
。〕,

t
。

) <
x 梦

‘
(
。) , 才。

)

由定理4一推得
,

对任意。〔口
,

*〔J
。

(
。 )和i= l

,

…
, n , 。‘

(
。 ,

t
) <

x 梦
左
(
。 , 矛)

.

利用定理4
.
2的证明中类 似的证祛

,

可证
。‘

(
。 , 才)《之

‘
(
。 , 才)

,

V
。〔口

,
t 〔J

。

(
。 )

, ‘~ 1 ,

…
, n

定理5
.
2 假设定理4

.
3的所有条件被满足

,

并且 (几
;,

…
,
兄

,

)

,

(P

, ,

…p
,

)
〔L IP

, 同 〔口 x

J
。

(
。 )

,

口〕分别是随机C au ch y 问题(3
.
5)的极大和极小弱随机解

.
设

(
。1 ,

…
, 。 ,

) 〔L ip , ( 。 )
[口 义 J

。

(
。 )

,
挥〕

则

(i) 如果对每一
。〔。

,
t 〔J

。

(
。 )

,

浦~ I
,

…
, ” ,
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d ”‘(。
,

t
) /

d t 成f
‘
(
。 ,

t
, 。;

(
。 , 才)

,

…
, 。 ”

(
。 , 才) ) (5

.
1 )

和 ”‘
(
。 , 矛。

) 《之‘
(
。 )

,

其中导数是弱导数
,

则

”‘
(
。 ,

t
) 《几

‘
(
。 ,

t
)

,

V
。〔口

,
t 〔J

。

(
。 )

,
‘= l ,

…
, n

(
1 1

) 如果对每一。〔口
,

t 〔J
。

(
。 )

,
‘= x ,

…
, n ,

d
”‘

(
。 ,

t
) / d t

> f

‘
(
。 ,

t
, ” ,

(
。 ,

t
)

,

…
, ”。

(
。 ,

t
) ) (

5
.

2
)

和 ”‘
(
。 , 才。

) >

二‘
(
。 )

,

其中导数是弱导数
,

则
。‘

(
。 , , ) > p ‘

(
。 ,

, )
,

V
。〔。

,
t 〔J

o
t
。 )

,
*二 l

,

…
, n

证 我们只需证明结论 (i)
,

因为结论 (i i) 的证 明类似
.
由弱导数的定义和 L ak sh m i

-

ka nt ha m
一
L ee la

〔’略’
引理4

.3
.
2,
易证随机微分不等式组 (5

.
1) 等价于如下随机积分不等式

组
:

一‘。
, ‘,《一‘。

, ‘。, +
l
;

“‘。
,

一 ‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, , “一 f= 1

,

…
, ”

其中积分是弱积分
.
由于

。‘
(
。 , 公。

) ‘
z‘

(司
,

V
。〔口

,
‘二 l

,
…

, 。,

因而有

一‘。
, ‘, ( 一‘。 , +

}
:

。

‘
,
‘。

,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, ,“一

‘~ l
,

…
, n

在定理5
.1中

,

对一切 (。
,

约〔口 只 J
, ‘一1

,

…
, n ,

取
二‘

(
。 ,

t
) =

二‘
(
。)和K

‘
(
。 , 才, s ,

x
, ,

…
,

x
,

) = f

‘
(
。 , s ,

x
, ,
…

,
x

,

)

由此推得
。‘

(
。 ,

t
) 《凡

‘
(
。 , 才)

,

V
。〔口

,
t 〔J

。

(
。)

,
宕= 1

,

…
, n

注5
.
1 定理5

.1和5
.2推广了丁

汇8 〕定理7
,

丁 仁9 〕定理 5
.1 和 5

.
2 ,

V

a u g h
n 〔1 8〕定理 4

.3 ,

L
a

k
s

h m i k
a n

·

t h
a

m
〔1 3 , 定理 4

.1 和 L ak sh m ikan th am 一 L e e l a 〔1‘, 定理5
.
5
.
4 到 B an aeh 空间中关于弱拓扑的非线性随

机V ol terra积分方程组和随机微分方程组的随机C auc h y问题
.
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