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摘 要

本文首先从压电介质平面问题基本方程出发
,

引入一个位移函数
,

导出其通解
,

然后利用推

广的 A lm a ns i定理
,

将通解化为简单形式
,

即通过三个
“

调和函数
’

来表示所有的物
r

理 量 : 其

次
,

推导了楔形体顶端受集中力和点电荷作用时有限形式的解
,

退化可得半无限平面直线边界受

集中力和点电荷的解
.

关匆询 压电介质 平面问题 通解 楔体

一
、

引 言

由于电学效应和力学变形的辐合特性
,

压 电材料已在各种传感器和机敏结构中得到广泛

的应用
.

近几年这种材料的研究不断深入并且在压电材料的断裂问题
〔‘, 2 ’、

夹杂问 题
‘” , 喀’和有

限元法
【”’
等方面已取得了一系列重要的进展

.

对压电材料通解的研究
,

W
a n g 和 Z h e n gt . ’

首

先推导了压 电材料三维问题的通解
.

D in g 等
‘7 ’
针对同一问题

,

也给出了三组一般解
,

它们

包含了W
a n g 和 Z h e n g 的工作

,

并且利用这组通解
,

给出了半空间表面上作用集中荷载的

封闭解
.

楔形体顶端作用集中力的解是弹性力学 中的 一 个 经 典 问 题
.

T i血o s
he n k 。 和

G 。。d ie r “ ’
针对各向同性问题研究了楔的顶端作用集中力和力偶的解

.

L e k h几is k iit 。’
给出

了各向异性楔顶端作用集中力和力偶的解
.

丁皓江和李育
〔‘。〕给出了圆柱型各向异性楔 顶 端

作用集中力和力偶的解
.

S o sa 和 Cas 衍。〔“ ’研究了压 电半平面边界作用集中荷载间题
.

本文首先从压 电介质平面问题基本方程组出发
,

引入一个位移函数
,

导出通解
,

然后利

用推广的 A lm a n si 定理
,

将通解化为简单形式
,

即通过三个
“

调和的位移函数
”

来表示所有

的物理量
,

这三个函数各自满足形式相同的类似于调和方程的三个二阶偏微分方程
,

这类函

数我们简称为
“

调和 函数
” .

其次
,

推导得了楔形体顶端受集中力和点电荷作用时有限形式的

解
.
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二
、

基本方程和通解

按照 S 。。a和 C a叭 r o “ ‘, ’2 」
给出的二维压电介质的本构方程如下

:

、.............、声
口u

.

口w
仃‘= J ‘

= ““
.

百呀
-

一 “‘3 一

瓦犷

a“

几~ az ~ “‘3
~

丽
.

日田
+ C 久只 ‘共 一

.

口之

+ 。3 1

器
、 。3 。

碧
‘

n 了 a“
.

a田 \
仃5

~ 刀
,
= “, ,

、万万 十
一

丽
-

)

一:
3

器
+ 。1 5

器
一 。1 1

器

(2
.

1 )

式中a ‘, , 脚
,

_

D
‘

和功分别是应力分量
、

位移分量
、

电位移分量
、

电势
.

将方程 (2
.

1) 代入平衡方程和 G a u s s方程
,

得

(2
.

2 )0一一

、

!
李

!
�“功

.

价r

!‘
.t

D

式中刀是微分算子矩阵
,

即

D 二

一

。
全

器
_

十 ‘; ‘

毒
、
二 : 3 + ·“ )

儡

(
c , 。+ c ; ‘

)
a 2

a X a 之 (
e : 。+ e 。: )

a 2

口大a之

日2
.

a Z

c 4 4

后反
万 + ““3

万牙
a 2

e , 5

万分
户+ 君33

a么

日矛
- (红 3 )

一介
,

汁弓润
a 2

a义日之
了 日2

.

口2 、

一气
“’“刁7

一

+ e 3 。

万牙了 )
￡1 1气; , , , 十 ￡3 、一又而

O X
一 0 2 一

口2 a 2

其中“
,升

一

傲速和; ,

汾别是弹性常数
、

介 电常数和压 电常数
‘

计算D 的行列式 }D }得

ID }
二
日乃

,

a 6
.

a
.

u
万驴

一

十 口a王吃咬
2 十 ‘

而毛咬不

‘

d 6

十 d , ; es 及

口 X
’ 仁

.

4 )

式中

尽~ e ‘、
( e 且

3 + c 3 。。。3

)

b == c 3 3
[ c “。: : + (

e : 。 + e 3 :
)
“

」+ 。3 3

[ c ; ; e 。。+ c 乏
‘一 (

c , 。 + c“ )
“

〕

+ e 。3 [Z c ‘4 e , 5 + c , : e : 3一 2 (c
, 。+ “ ‘

) ( e ; 。+ e 3 ,

)〕
c 一 c ‘;

〔e : : 。3 。+ (
e : 5 + e 。:

)
“

〕+ 。: :
〔c : , c 3 。+ 。气‘一 (

‘, : + e ‘4

)
“

j

+ e , 。[ Z c : : e s3 + c 4 ‘e : 。 一 2 (
e ; 。+ c ‘4

) (
e , 。 + e 3 ;

) 〕

d = e : ,
(
e 圣

。+ c “。, :
)

(2
.

5 )

再计算 }D }的代数余子式 △‘,
(‘

,

j = l, 2 , 3 )
,

例如‘~ 2时
,

有



用
“

调和函数
肠

表示的压电介质平面问题的通解 夕0弓

△: l= 一 m x
d

4

.

而西死 一阴

△2 2一 ‘! 1

一斋
△2 3一‘: 1一。

斋

+ m

口4

么 口劝
之 8

日4

3a x Z口2 2 十 c ‘4 ￡s :
a 4

a之4 (2
.

6 )

.

: 口4

十 m 孟二片, 厂二一 叹
一

O 尤
“ 0 2 -

十 c“ 召3 5
口4

口2 4

式中
m : = (

c : 。+ c“)
e ; : + (

e ; 。+ e 。,
)
e , 。

m : = (
c : 。+ c“)

e o 3 + (
e ; 。+ e 3 :

)
e 3 3

m 3 = c : : 。。3 + c“。: : + (
e : 。+ e 3 :

)
“

m ‘= c : : e 3 3 一 c , 3
(
e : 。+ e 3 :

)一
e“e 。:

引入函数F使满足下列方程

{ (2
.

7 )

去 / 口2 口2 、 _

‘

l{气丽
十

面尸一。

式中
z ‘~ 衍袱‘= 1 , 2 , 3 )

,

而
:
套是下列方程的三个根

a s 6 一 bs 4 + c s Z
一 d = 0

则对应方程组(2
.

1) 的一组通解可写成如下形式
:

’

“~ △: :F , 田二△二F
,

功一△
: 3F

将E u b a n k s和S te r n b e r g 【‘3 ’的A lm a n o i定理稍加改变
,

应用于此
,

F具下列形式
:

1
.

F = F : + F : + Fa
,

匀互不相等时
2

.

F = F : + F : + z F 3 , sl 举勺二凡时

3
.

F = F : + 之F : + 矛F : , 旬‘处二凡时

式中F ‘
分别满足下式

:

了 a
么

.
~ 二一芍- 十

、 口X
-

(i = 1 , 2 , 3 )

将式 (2
.

1 la )代入式 (2 一。)并利用式 (2
.

12 )
,

并令

劝‘= (m
: 一 m : s

言)
s ‘
日3F ‘

a二矛
(i= l, 2 , 3 )

则通解 (2
.

1 0) 可写成如下简单形式
:

一户器
, W , 一

身
‘J

鲁

式中引入了记号w , 二切
, 。 : = 价

,

以及

、1..刁.、了l!夕

‘、.矛口

q�
自矛

Q一

a 月=

a ‘2 =

c ; : 。, : 一 m ss
尝+

c ‘4 0 3 。:
之

(二
; 一 。2 :

才) ￡
‘

c ; ; e , 。一 m 4 s
才+

c ‘4 e 3 s :
二

(m
工一。2 5

了) 忿
‘

、

( j~

(矛= 1 ,

( 2
.

5 )

( 2
.

9 )

(2
.

2 0 )

则式
一

( 2
、

1 0) 中的

(2
.

1 l a )

( 2 一 lb )

(2
.

1 l e )

(2
,

一2 )

(2
.

13 )

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

将式 (2. 1 lb )和 (2. 1 I C )代入式 ( 2. 10 )并利用式 ( 2. 12 ), 得这两种情形的通解简化式 如下
:

当s ,笋 s : = 5 3
时
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引入

劝: = (m
: 一 m : s

里)
s :

a3F I

a :
全

功: = (二
:

’

一 m : s
孟)

s :
日SF

,

二元夏- 十 气m , 一 谷m , s主
口ZF

。

a :
孟

(2
.

16 )

、1.....、了.....7

鲁鲁叻。== (m
‘一 m zs

全

‘.

_
_

言 即
‘ , _

“ 一台丽
, 二 2

(2
.

17 )
功 , 一

鑫
一鲁

+

一鲁
+ 一 ,

3

= 1 , 2 )

a 4 豆=

2 (Z
e“。3 3 5呈一 m 3

)
s : 一 (fn

: 一 3m : s孟)a : :

优 : 一 m : s委

a 4 2 =

2 (Z
c ‘4 e s ss 圣一 m ‘

)s
: 二 (m

: 一 3m : s委)a
: 2

(2
.

2 5 )

m : 一 m : s
圣

当‘: = s : == 忿:
时

引入

凡一对洲一山
此卜一口�

功: = (。
, 一 m Zs望)s ;

日3F

az
贾

劝: = ( m : 一 m Zs
盆

上 + (川 : 一 3 m Z s盆)
-

2 ( m
,
一 3m : s 子、

十

—
S l

aF
,

一 匕阴 2 5 1 ~ 二
叫

-口2 1

( 2
.

1 9 )

功2 =
阴: 一 m : s 全

口aF :

a对

a ZF 3

S 1 a z 受

月石‘工
日功1

.

日叻
,

“二二一丈, , 十 Z l we 二二 ee + 2
口 X 口X

口2
叻

s

a大日2 1

塑、
日2 贾I

( 2
.

2 0 )
口.�.

。, 一。 : ,

(鲁
+ 一

鲁
+ ’

+ a ‘,

(
, 2 + 2一

鲁)
+ a s , ,

3

‘,

_ l , 2 )

{
式中

口 6 一==
2 ( 3m , a : , s : + 6 c“。3 5 5

孟一 m 3

)
: : 一 2 (协 : 一 3 m Z s盆) a ‘ :

fn ; 一 m : s
丢

2 ( 3阴
: a : : s : + 6。

‘4 e 3 3 s 呈一 。 ‘)s : 一 2 ( fn : 一 3m : s 委)a
‘:

( 2
.

2 1 )

a 时 = 阴 : 一 m : s受

按式 ( 2
.

1 5 )或 (2
,

16 )或 ( 2
.

1 9 )和 ( 2
.

1 2 )
,

显然式 (2
.

14 )
、

( 2
.

1 7 )和 ( 2
.

2 0 )中的砂
‘
满足下yIJ 方

程



角
“

调和函数
“

表示的压电介质平面问题的通解 学0宁

/ 日2
.

日2 \

叹硒咬
r + 瓦舀

一

)p
‘= 0 (, = ‘, “, ”) (2

.

2 2 )

三
、

楔形体顶端作用集中力和点电荷的解

楔体顶角为 Z a ,

取坐标原点在楔顶
, 二
轴指向楔的内部

.

楔的侧面为自由边界
,

集中力

了
,

二T 占(x )d (z)
,

f
:

二尸占(x )d (
:
)和点电荷 p 了= Q占(劝 d (的作用在楔顶

.

利用叠加原理
,

下

面分两种情形来求解
.

限于篇幅
, 以下只给出

s ‘
互不相等时的解

.

l) 对于f
:
二 T 乙(X )d (

z
)

,
f

:

= p , = o情形
,
取

2134a
,

bC63.3.3.3.

⋯5
3.

了.、
�

了.、了.、/.、。J八JCJ/
‘口、。‘= 且 ‘

(
二I n r ‘+ : ‘a r c t a n 兰 一 二

、 (* = l , :
,

3 )
、 之感 , J

式中
: l= 扩十对

, A ‘
是三个待定常数

.

将式 ( 3
.

1) 代入 (2
.

14 )
,

得到相应的位移和 电势如下
:

u 二乙 A ‘I n r ‘, 阴 ,
一

户
一A ,

一‘a·

会 ( j~ 】, 、 )

将式 ( 3
.

2 )代入本构关系 (2
.

1)
,

得应力和 电位移的表达式如下
:

么
, , 月 x

J , = 六
“‘’”‘

刁

内 = 艺似
,

人愁
r 云

(““ 2‘ 3’

{
( , 一‘

’ 5 ,

!
、

、lweesll

!
/

nOn乙

式中

k全, 一 c : ; 一 c : 3a ‘: s‘一 e 。; a ‘: s‘

k全: = c : 。一 c s 3 a ‘; s‘一 e ss a ‘: s‘

k至
。

二 e 3 ; 一 e 3 3 a ‘: s ‘+ 。3 3 a ‘2 5 ‘ (言~

秃{‘= e“s ‘+ c 4 ‘a ‘: + e , 。a 。:

k盆
。== e x 。s‘+ e ; 。a ‘: 一 e : : a ‘:

由于楔体的侧面自由
,

所以有如下的边界条件
:

当x /
z = 士t a n a时

,

a * 作: + 节 : : ”: = 0

了: : ”: + a : n :
二 0

D
: ”:

+ D
: ”: = 0

在楔体的任意一截面上
,

由整体平衡条件可得
: 尸

几七. n a fh t
a n “

, .

,
一

r

l
_

几沼 x 十 上一 U , l
J 一几t a n a J

几七a n a

a : d x ~ O , D
: d x 二 0

一介七. n a 一几七‘n a

将式 ( 3
.

3 )代入式 ( 3
.

5 )和 ( 3
.

6 )
,

由于几和 D
z

都是x 的奇函数
,

所以边界条件 ( 3
.

5 )的一
、

三

两式 自动满足
,

于是得到
:

一

层
“’

‘

瓜亩
( 3

.

7 a )
l一时

域
,尺

,。

乙同
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乙 A ‘
(k盔

‘占‘l+ k变
Z m )
决

-

3协)
决

-

(3
.

7b )

乞 A ‘
(k盆

。

雪‘l+ 秃益 (3
.

7 e )

nUCU

E A ‘
旬

‘a r 。‘a n

岁
+

誓
一 。

(3
.

8 )

式中
:

君= e t a n a ,

君‘= s‘雪
, , 孟= 1 + 雪l

(3
。

9 )
== c 0 S a , 用= 一 S ln a

}
不 难 验 证 有 鱿

: 一 k全声
‘二o ,

因此式 (抓 7a) 也是自动满足
.

系数A ‘
(‘= 1 , 2 , 3 )正好由式

(3
, 7 b )

、

(3
.

7 c )和 (3
.

8 )确定
.

当a ~ 二 / 2时
,

退化为半无限平面在其表面作用一个平行于 x 轴的集中力 T 的问题
,
确定

A ‘的方程简化为
:

立
, _ ,

立
‘

立
‘

_

T

石
“’zAl 一”

,

石
“’aA. 一”

,

石
“,

4

瓜 + 育一
“

2 ) 对于f
:

= P d (% )d (
z
)

, p , 二Q d (x )d (
:
)和f

二

= o的情形

此时
,
整体平衡条件 (3

.

6 )应变为
:

(3
.

10 )

丁
几七a n a

D
:

d 大一 Q = o

一 而七a n a

。
_

r几t
a n “ , _

r

。: a x 十厂 = U ,
1

.

T : : a x = U s
l

砂 一几t 一n a J

而毛a n a

一 几毛一n a
(3

.

1 1 )

取

叻
‘

~ 五
‘

(
二‘In r ‘一 : a r 。七a n 兰 一 二 ‘

、 (、
, 之‘ /

式中L ‘是三个待定常数
, 相应的位移

、

电势以及应力
、

= 1 , 2 , 3 )

电位移为
:

(3
.

12 )

么
, _ .

x

“~ 一 》 ; 乙谧a T C l a ll —
局

‘ z ‘

功 , == 乙
a ‘jL ‘In r‘

(j= 1 , 2 )

(5
.

1 3 )

a , 一乙 峨
, L ‘

髯
“一 ‘, 2 , 3 ,

。, = E 砍 (j~ 4 , 5 )

式中

- 一吞至:
,

= 掩{‘
,

k

== 一 k孟2
,

k

k至
。

一 k夏
。

, . 、

、

又, “ ”
一

2 , ·

“)了 (3
.

1 4 )
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表示的压电介质平面问题的通解 宁O户

仿照上节的的作法
,

由式 (3
.

5 )和 (3
.

1 1) 可得确定系数L ‘的方程组如下
:

乙岛(似
‘. 1

!“‘+ “‘4 m ,

决
一 0 ,

艺 L ‘k盔Za r e七a n

畜二 1

l
_

尸
万一十 下了=
g

“
0 s

乙 L ‘k要3 a r c 七a

‘. 1

n
李
一
擎= O

g 布 乙

(3
.

25 )

当 a = 二/ 2时
,

退化为半无限平面在其表面作用一个平行于
z
轴的集中力尸和点电荷 Q 的

问题
,

式(3
.

1 5 )简化为
:

乙 创
‘L ‘= o ,

‘一 1

上
, . _ .

尸

汾
“’“乙‘+ 万 户

“; 3 L ‘一

冬一 (3
.

16 )

结 论

本文对于特征根
s ‘的三种不同情形

,

给出了简洁而实用的压电介质 平 面 问 题 的 通解

(2
.

14 )
、

(2
.

1 7 )
、

(2
.

20 )和 (2
.

2 2 )
,

因为它们都是用
“

调和函数
”

表示的
,

所以也很容易用复

变函数来表示
.

并求得了楔形体顶端受集中力和点电荷作用时有限形式的解
.

半无限平面直

线边界受集中力和点 电荷的解也可以从本文给出的解中退化得到 (3
.

1 0) 和 (3
.

16 )
.

[ 1 ]

[ 2 1

[ 3 」
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