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摘 要

本文在P一致凸B a n ac h空间中证明了渐近正则映射对的若干不动点定理
.

在H ilb e r t 空间
,

、

L p空间
,

H ar d y空间H p和 S o bol ev 空间H P, 为中
,

1< P< 十 oo
,

k> 。
,

也建立了这些映射的若干

不动点定理
.

本文推广了G o r肚 ie k i〔9
, 10 , ,

K r u Pp e l〔1:
, 1 , ’和其他作者的结果

.

关健词 渐近正则映射 P一致凸B a n ac h空间 渐近中心 不动点

一
、

引 言

1 9 6 6年B r o w d e r 和P e 七r y s h y n 〔“’
引入了渐近正则的概念

.

设E 为实B a n a e h 空 l’ed
,

肠
·

l

表示该空间的范数
.

如果对E 中所有的%有 ll m }{T
” 十 ‘大一 T

”x l= o ,
映射 T : E o E 就称为渐

口 - ) 。二

近正则 的
.

其中T
” x 表示T 的。

次迭代
.

已经知道
,

如果T 是非扩张映射
,

则对所有的。< t < l ,

T
。

= t
·

I+ (l 一 t )
·

T 即为渐近正则的 (参见G o e b e l和 K ir k [s] )
.

在 [一1 ] 中
,

K r u p p e l证 明T 如下结果
:

定理K 设E 是一致 凸B a n a c h空间
,

并月
.

K 为E 中的闭凸有界子集
,

再设T 为K 到 K 的

映射
.

如果T 是渐近正则 的并且 ll m }T
”

l( 1 (其中 }}T1 }表 示T 的 L IP s c h itz 范数 )
,

则 T 在

K 中有一不动点
.

与此同时L in
L‘毛’
构造了定义在 H ilb e r 七空间l

“

的紧子集上的渐近 正则映射没有不动点
.

G or ni c ki
‘日’
给出了L , 空间中渐近正则映射有不动点存在的充分条件

.

近来
,

G o r ni c ki
〔‘。〕

又将这一结果推广到p 一致凸B a n a c h空间
.

这自然就提出了如下问题
:

渐近正则映射对在什么情况下有公共不 动点 ? 本文在一致凸

B a n ac h 空间中给出了渐近正则映射对存在公共不动点的充分条件
.

二
、

预 备 知 识

E 的正规结构系数N (E )定义为
’““
(di a m K / : 以K ) :

K 为由一个以上点组成的 E 的有界

1 印度皮特
·
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凸子
一

集 )
,

其中

d ia m K = s u p { l}大 一夕l{
: x , g 〔K }

为 K 的直径
,

而
r 二
(K )= in f {s u p }l二一 9 14}

盆 〔K 护〔 K

为相对于K 的切比雪夫半径
.

如果 N (E )> 1 ,

则 E 称为具有一致正规结构
.

我们知道
,
一

致凸B a n ac h 空间具有一致正规结构
〔““,

并且对 H il b e r t 空间H
,

N (H )= 2 “ “.

最近 Pi
·

c h u g o v “。’ (参阅P r u : [s〕) 计算得出

N (L
p
)一 m in {2

‘, , , 2 (, 一 ‘)l p }
, z < P< ,

在其他B a n a c h空 间中
,

正规结构系数的某些估计量可在【1 9〕中找到
.

令P> 1并用几表示 [0
, 1 」中的数

,

用研
,
林)表示几的函数几

·

(l 一 幻
p + 护

·

(1 一 幻
.

如果存在一个正常数
‘, ,

使得对一切几〔 [ 0
, l〕和x , , 〔E

,

下面不等式成立
:

}I义x + (1 一又)9 IJ
’
《久}Ix ]l

’

+ (l 一几)J{, }{
p 一 牙

,
(几)

· c , ·

jlx 一 , l
,

.

(2
.

1 )

则称泛函的 }卜 }p在 B a n a c h 空间E 中是一致凸的 (参降Z al in e习c u 〔23 ]}
.

X u “ 3 ’
证明了泛 函 }

·

l,
在整个 B a n a c h空间E 中是州致凸的

,

当且仅当E是夕一致凸的
,

即存在一个常数
c , > o ,

使 凸性模数 d ,
(E )》

‘。p ,
V o《

。
《 2

.

在得出我们 的主要结果前
,

还需要如下的定义和引理
:

用 l}L
”

!}表示映射对 {S
” ,

T
”

}的L ip s c h i七z范数
,

}jT
”

{J表示 T
”

的 L ip s e h i七z 范数 , ”二

l , 2 ,

⋯
,

即

j1L
”

{}一 s u P { 115
”
x 一 T

” , }}/ 】lx 一夕}{
: x 子 夕

, x , 夕〔K }

}T
.

!卜
s u p { j1T

. x 一 T
” , Jl/ 】}x 一 夕}卜大笋 , , x , 夕〔K }

引理 1[
“2 ’

令P> 1且设E 为P一致凸B a n a c h空间
,

K 为E 的非空闭凸子集
,

设{ x
,

} c E

为一有界序列
.

则在 K 中存在唯一点
z
使得对尤中每一点x ,

有

段愁
“u p Ilx一

“ !}’《
,

映
“u p ]jX一

‘ 11’一 ‘ ,
·

Jjx 一
“ }}’ (2

·

2 )

其中
。,为 (2

.

1) 中给出的常数
.

引理 2f “ ,
设K 为 B a n a c h空间E 的一个非空闭凸子集

,

{n
‘

}为一自然数的递增序列
.

假

设T
:

、K 为一渐近正则映射
,

并且对某m 任N
,
T 仍
是连续的

.

如果对某
“ 〔K 和 x 〔K

,

有

介(x )二lim s u P }}x 一T
”‘u }}= o

·

(2
.

3、

则T x = x
.

现在能够给出我们的主要结果如下
:

定理 1 设p > l ,
E 为 p一致凸B a n a C h空间

,

K 为E 的非空闭凸有界子集
,

并且 s
,

T
:

K , K 为渐近正则映射
.

如果

lim in f】1五
n

月 - ) 以〕

“一“<
l专(

‘+ 刚
-

闷瓜兀万万歹 )〕
’‘’

N 为E 的正规结构系数
, ‘,

为(2
.

1) 式 中给出的常数
,

则S 和 T 在K 中有一公共不动点
.

证明 若寿< l ,

则结论显然成立
.

因此我们可设k》 1
.

设 { , , }为一自然数序列
,

使得

lim in f llL
”

】1= lim in f llL
” ‘

!}
月 ~

)
〔洲, ” ~

)
。‘〕

一、< f冬(+ 斌不两几不万了
代

)1
’‘,

卜 橇
. ‘

月
(2

.

4 )



渐近正则映射对的不动点 于呈g

对任意x 。〔K
,

由引理 2 我们可以用如下方法归纳地构造一个序列 {二耐认
, :

x 。和x 。 + :
分别为序列 {S

”x , 一 : }果
:

和 {T
” x . }霖

:

唯一的渐近中心
.

D . 二 lim s u P }}x
。 一 T

, x 。 }1
招 叫卜。 ,

r 。二 lim s u p jlx , * ; 一 S
“x o

l{
份臼) O 。

(m = l , 2 ,

(。一。
, 1 ,

2 -

令及

由〔4] 及T 的渐近正则性
,
有

r。 = lim 召u p llS
’ . x

一
戈 . 十 :

{}
口, ) 。。

lim o u p { l}S
” , x 。一 T

” , x .
]J

:
i

,

i> t }
弓. ) O 。

-一N
喊

、
、.护

编溉
。u p

(

箭lLmoo
。”p

(

lim s u P j}S
” ‘大。一 T

”s 大.

了
.
) 。。

lim s u P [ }}S
” ‘x 。一 T

” ‘十 ” , x . 11
了

.

) c 心

+ }!T
” ‘+ ” s x 。一 T

” , x 。 }1〕

箭溉
。“p

(lim, ~ ) 。 。

。u p

t
,.L一, : x

。 一 T 一 ; 二‘,

、

、./飞..J
称‘_ 泣

+ 名 T
” , + , + ’x

一 T
” , +
份x 。

《寺xim 。u p ]!五
· ‘
11

上y ‘-
)

‘。

·

lim s u P }{x 。 一 T
, , 义。 }】

了- 》 。二

·

lim s u p l}x一 T
称, x o ll

才一卜co

吞一N
成

r ·、“
·

壳
D ·

(2
.

5 )

其中N 为E 的正规结构系数
.

对每一固定的川> 1及所有的 ”‘, ”, ,

由(2
.

1) 式有

l】几x 。
十 : + (1‘久)T

” , x 。 、 , 一 S
” ‘x 。 }ip + e ,

·

牙
,
(几)

·

1lx 。
十 , 一 T

” , x , 、 ,
}l
’

《几11x
. + : 一 S

” . x o
Il
p + (l一 几) I}T

” , % . * , 一 S
” , x 。 ]]’

《几l}%
。 十 ; 一 S

” 。 x 。 }}p + (1一 几) [ 1IT
” , 戈 . 、 ; 一 S

” s + ” ‘x . 11

+ }}S
” , + ” ‘x 。 一 S

” ‘% 。 们
p

( 几},x
. + , 一 S

” ‘ x fn l]p + (l 一几)工l]L
” , }!】}x 。

十 , 一 S
” ‘x 。 }}

+ 习 115
” ‘+ ’ + ‘x 。一 S

”
“

”x .
11]

,

当‘, + , 时
,

在每边取上极限
,

由x 。的定义及S 的渐近 正则性
,

给出
r孟+ c ,

·

平
,
(几)

·

】lx
。 十 ; 一 T

” , x . * , 】{’( (之+ (1 一几)k
p
)
r震

及

,
‘ _

(l 一凡、(k p 一 1、
刀蕊

、 1

板
~

一
一 - - 一下获声一7 下二 ~ ,

一

c 一炸 , L几)

。

一 (1一 几)(k
p 一 1 ) k p n 。

气、一万刃牙万称)
一

户
‘

下了
’

“碗
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设几, 1 ,

由定理的假定
,

我们得到如下结论
:

D 。 + :
《 [ k ,

(k
p 一 1 )/

e ,
·

N
, 〕’

‘’
·

D , = A
·

D 。 ,

其中 [k ,
(k

, 一 1 )/
c ,

·

N , 〕
‘l , ( l

-

进一步设

(m = 1 ,

之
,

D 杀一 lim s u P I】x 。一 S
”x 。 }}

,

(。 =
朴 - ) 0 0

r孟= lim s u p {Jx
。 + : 一 T

几x o
l]

,

(m ==
” - ) C《〕

0 , 1 , 2 ,

重复上述论证
,

可得

因此

因为

r二、
资

·

刀:
,

嵘
+ 1

、 ,
·

D :

刀孟乓 A
·

D 孟
一 :
《A

“
·

刀缸
:

《⋯簇A叭 D 后

;IX . + : 一 X 。 {}《 jlx
。 十

\一 S
” ‘ x 。 {l+ 15

. ‘ x 。一 X 。 }}

(2
.

6 )

当‘, 加取上极限得

lIx
。十 : 一标 }}《际 + D 杀” 0 当m 。 + oo

则 {x , }为C a u e h y序yIJ ,
设

: 一 lim x 。 ,

则
仍 ~ 争 0 0

}}
2 一 S

, , 之
}1《 I}

之一 戈。 11+ l】%。一 T 公 ‘无。 }{+ JIT
” , x r,’ 一 S

” ‘ : {}

《 (x + JIL
”‘11){: 一 二 .

Ij+ jj二。一 T
” , 二孟}{一

当‘, + oo
,

对两边同时取上极限
,

得

lim l}2 一 S
” 。2 11‘ (1 + k ) }}之一 x .

,}+ D 二。 0 当拼、 + 、
‘- 》 。〕

因此
,

由引理 2得S 二一二 .

根据对称性又有
之~ T 之

定理证毕
.

如果在定理 1中令S ~ T
,

则将得出如下结果
:

推论 1( [ 10
,

定理 Z D 设p > 1 ,
E

,

K 如定理 1所定义
,

T
:

亢令K 为渐近正则映射
.

如

果

lim in f{!T
”

1}~ 左<
ft
一卜

〔发二 l扣
+ 、一私‘砂

)〕
“’

则 T 在K 中有一不动点
.

在某些 B a n a c h空 lrlJ 中
,

我们在下面给出类似于 (2
.

1) 式的不等式的应用
几.

首先我们建立如下引理
:

引理 3 在H ilb e r t空间H 中
,

如下不等式成立
,

对一切 x , 。〔H 和几〔〔0
, l」

,

}J几x + (1 一凡)夕jl
‘
《几}!x 11

2

+ (卜几)11夕11
“一几(一几) !}x 一夕l

“

如果 l< p《 2 ,

则在 L ,
中

,

对所有的x , , 〔与和几〔 (0
,

l]
,

有

!{几x + (z一几)刀j】
“
《几}{x }}

“

+ (1 一 几) }{夕lj
“一 几(z 一幻 (P一 l)翻大

一

, 夕}}
“

(此即 [ 1 3〕和 [ 2 1〕中的不等式 (5
.

2
.

10 ))

假设 2 < P< + 、
,

且巧为函数

川x) 一沙
一 ’+ (P 一 1 )x + p 一 2

在区间 (1
,

+ , )中的唯一零点
.

设 亡, = (户一 1 )(l+ t ,
)
2 一 p ~ (l+ t ;

一 ‘
)/ (1 + t ,

)
, 一 ‘

则对L ,
中所有的x , 刀和之〔 (0

, 1〕
,

有如下不等式

(2
.

7 )

(2
.

5 )



渐近正则映射对的不动点

11几二 + (1 一几), 1i
p
《凡11x ii

p + (z 一几) }I夕}i
’一班

,
(几)

·

c ,
·

{{x 一 夕}j
’

(2
.

9 )

(上式实质上根据【1 3〕和 【2 2 ]得出 )

由引理 3 ,

可从定理 1立即得到如下结果
:

定理2 设K 为H ilb e r 七空间H 的一个非空有界闭凸子集
.

如果 S
,

T
:

K 、K 为渐近正

则映射
,

且有
lim in f l!L

“

{}< 材百
月 - > 。 。

则 S和 T 在K 中有一公共不动点
.

如果在定理2中令S 二T ,
又可得出如下结果

:

推论2 〔”’ 设K 如定理 2所定义
,

如果T
:

K o K 为一渐近正则映射
,

且有

lim in f l】T
“

l】< 澎万
”

.

一卜O 匀

则T 在K 中有一不动点
.

定理 3 设K 为L ,
(1 < P《 2 )的非空有界闭凸子集

.

如果S
,

T
:

K 、尤为渐近正则映射
,

且

lim in f {IL
”

}{<
月- > O J

教
1 + 材丁蔽二

一

于协种场内
‘

l
“ 2

‘ .

则S和 T 在K 中有一公共不动点
.

如果在定理 3中令S = T ,
则又将有如下结果

:

推论3( [l 0’ 推论 3〕) 设K 如定理户所定义
·

如果犷
,

K ”K 为一渐近正则映射
,
且

lim in f IT
”

{}<
” .

)
C心 叶(+ 斌 l+ 4

·

(P一 z )
·

2 (, 一 ‘)/ ,

则T在K 中有一不动点
.

定理 4 设K 为L p
(2 < P< + 、 )的一个非空有界闭凸子集

.

如果S
,
T

:

尤, K 为渐近正

则映射
,

·

且

lim in f }}L
月 一》 O 。

·

l<
l7(l

+ 洒干不刊
’‘’

则 S和T 在K 中有一公共不动点
.

如果在定理4中令S = T
,

则又将有如下结果
:

推论4 ([1 o ,

推论 4〕) 设K 如定理4所定义
.

如果T
:

K 、 K 为一渐近正则映射
,

且

lim in f llT
”

}}<
几

门

) O 。
粤(

l+ 澎万碗不 )1
“,

‘ 」

则T 在K 中有一不动点
.

三
、

在其他 B a n ac h 空间中的推论

利用 [ 1 7〕
、

〔2 0〕和 [ 2 2〕中的结果
,

可由定理 1得出在H a r d y 和 S o b o le v 等空间中的不动

点定理
.

设H
, , 1< p < “表示在复平面的单位圆盘 !

‘
}< 1上解析的所有函数大的H “r d y空 间‘’“,

并且
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-
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一
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一一一

一
{!/ 卜您除

一

}
令口为 R

”

的开子集
.

用H
r ’ p

(口)

并且对所有 }aJ = a ,

+ ⋯ + a
,

《几

{“(r: “ )J
’

d0 」< + 加
_

_
·

_

, : > 0 , 1 < P< + 加表 示广义 函数x 的s o b ol e v 空间
『

” ” · 14 。

几
,
D

“
x 〔尸 (口)具有范数

:x }!一
「艺 l }D

·
、(。 )二d 。

)
“’

一户阵 k 尸“ _

设 (口
。 ,

刃
。 , 拼。

)
, a 任刀 为 正测度空间序列

,

其中指标集 刀 是有限 的 或 可 数 的
.

在

护 (几
,

凡
,

如 )中给出一个线性子空间序列X
· ,

用L 。 , ” ‘< p < 十“
, q 一 m “x (“

,

P) 表

示
「‘“’
所有序列 x ~ {x

。

〔X
。 : a 〔刀}的线性空间并赋予范数

一x l一}E (}{、
。

一
, , 口

)
“

1
”“

其中卜}
, , 口

表示L ,
(口

。 ,

万
a ,

如 )中的范数‘
、

_

.

最后
,

设L
,

~ L ”
(S

; ,

刃
, , 。 ,

)和L 。= L q
(S

: ,

万
2 , “:

)) l< 夕( + ,
, 。= m a X (2

,
夕)

且 (S
‘,

万 ‘, 拼‘) 为正测度空 间
.

用L 。
(L

,
)表示S : 上所有可测 乌一 值函数 x 的 B a n ac h 空

间〔。 , , , “ · ‘。’,
且

,‘X ,,一〔l
: :

‘,,X ‘
·

, ,‘
,
,
9 0 2
‘“

·
,
〕
““

这些空间是q一致凸的
, q = m a x (2

,
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