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摘 要

本文研究了含中心微孔的超弹性矩形板在单向拉伸时的有限变形和受力分析
.

为了考察微 孔

的存在对矩形板变形和应力的影响
,

将问题化成一个超弹性环形板的变形和受力分析
,

并用 最 小

势能原理得到变分近似解
.

进行了数值计算
,

分析了微孔的增长情况
.

关翎词 超弹性矩形板 有限变形 变分近似解 微孔的增长

一
、

引 言

超弹性材料中的空穴生成与微孔增长是近十多年来人们十分关注和感兴趣的问题
.

虽然

早期的实验就已观察到金属材料和橡胶材料在拉伸过程中会萌生出内部空穴
,

但由于空穴的

生成与微孔的增长本身是由于材料的不稳定性所引起的
,

是一个非线性问题
,

故其理论分析

工作进展比较缓慢
.

1蛇 2 年
,
B al lt

‘丁
奠定了空穴生成的非线性理论基础

,

之后 已有一系列

的研究成果问世
t “一 ”

.

本文中
,

首先研究不含中心微孔的超弹性矩形板的变形和应力分布
.

为了考察微孔的存在对矩形板变形和应力状态的影响
,

将问题化成一个超弹性环形板的变形

和应力分析并用最小势能原理得到了变分近似解
.

还进行了数值计算
,

得到了表征微孔增长

的参数占和微孔孔口 形状参数 p 与载荷参数刀之间的关系
.

本文所给出的变形特征与有限元分

析结果
‘8 ’
一致

.

二
、

无微孔时矩形板的变形和应力分析

设不可压超弹性矩形板在中心处具有半径为
a 的微小孔洞

.

在矩 形 板 的 两 对 边 X : 二

士L : / 2 上作用有均匀拉伸载荷q ,

在另两对边X
: = 士乙 / 2和 上

、

下表面 Z ~ 士万 / 2 处
,

矩形

板不受力
.

这里
,

(X
, ,

X Z ,
Z )是物质坐标

,

其原点与微孔中心重合
,
L : 、 L

Z

和 H 分别为矩

形板 变形前的长
、

宽
、

高
.

为了方便取空 间坐标系 (x
; ,

x : ,

的 与物质坐标系 (X
: ,

X : ,
Z )重合

.

·
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为了分析矩形板的的变形和应力
,

设无 孔时
,

矩形板处于均匀变形状态
,

即有

xl = 几X l ,

幻 ~

显然不可压条件是 自动满足的
,

关的常数
.

棍X
Z ,

一湍
‘

之: ,
几: 分别为X

,

和 X : 方向的主伸长
,

(2
.

1 )

它们是与拉伸载荷q有

设矩形板是由n e 。一H o o k e y材料制成的
,

其应变能函数为
〔。’

附一“(Il 一 3 ,
,
‘

1

一“, + “, +

扁
拼为材料的初始剪切模量

.

于是
,

非零 的C a u c hy应力分量为

(2
.

2 )

a , , 一。从 一 p
, J Z : 一”从 一 p

,
a 3 3

一凭

户为静水压力 ,’是未知量
.

由所给的边界条件a ; ; ~ q ,

可得

拼

受几
‘ P (2

.

3 )

中中式其

P=
几l之

一拼心 = 拼从 一 q (2
.

4)

a 2 2

一 二 : 。
一 。

,
。 , 1

一。(
;
2 一
粤、

、 几 /
(2

.

5 )

式中

几
1

= 凡(刁 )
,

几
2
~ 〔几(刁)〕

一 ‘z “ ,

刁为载荷参数
.

由 (2
.

4 )可知
,
几满足

护一过几一 1二 0

注意到双刁 )> o ,

于是 (2
.

7 )的正实根为

刀 = 卫
拼

(2
.

6 )

(2
.

7 )

了下不
二 .

3

/ l 了了 -万砰
~

—一 一
二二二- 寸

.

飞 l 一二~

一
‘ I
— 一 一一二二丁

4 2 r( , 乙 尸 4 2 了了

叔刀 )二

(告
a r 。。。。

了斋)

(
。

、司翻
(
才

刁翻
(2

.

8 )

(2
.

1 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

5) 给出了无中心微孔超弹性矩形板受单向拉伸时的变形和应力状

态
。

令(R
,
日

,
Z )和 (

: ,
e

,

的分别表示与 (X
l ,

X : ,
Z )和 (x

; , 尤 : ,

z) 所对应 的物质柱坐标和空间

柱坐标
.

于是
,

变形前以原点为心
,
R 为半径的圆柱面变形后成为椭圆柱面

,

其方程为

色丫+( 斌丁 x o
Z

一x : + 欢 一尸
、 几 /

(2
.

9 )

长半轴为几R
,

短半轴为 R /澎丁
.

在柱坐标系中
,

板的变形 (2
.

1) 可写成
: 一
Rgh( 印

,
。一 ,哟

, 二一

去
z

n 以 几
(2

.

lo a )

其中

。‘“卜(
“
“c 。“2”+

告
8‘n

Z
”

)
告

, 卿一
。g

(御
g ”
)
一

。叮命 {
(2

.

lob)
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于是
,

变形梯度F为

叻
产

澎丁/功

0

0

l/ 扩丁」 (2
.

1 1 )

夕

p八Un
�

r..
.

l�

一一F

式中 (
·

)
产= d (

·

) / d 日
.

从而 由本构关系 q = 以F F r 一 Pl) 可得非零的 C a u c h y应力的物理

分量

a. 一代舟尹
“一

+),
。, , 一

碍
一

t),
。”一 。、
碍

三
、

含有中心微孔的超弹性矩形板

(2
.

12 )

按照圣维南原理
,

可 以认为微孔的存在只对微孔附近的应力和变形有明显的影响犷而对

远离微孔的区域其影响是微小的
,

因而可忽略不计
.

同时假设与微孔同心
、

半径为R 的圆柱

面变形后仍变成椭圆柱面
.

与前面不同 (公式 ( 2
.

9 )) 的是
,

现在椭圆柱面
一

的长半轴和短半

轴是与R 有关的待定函数
.

若变形后矩形板仍是等厚度的
,

NlJ 有

X : = j
,
(R ) X

, , x : = f
:

(R )

式中 只是由 ( 2
.

5) 给出的主伸长
.

于是
,

程

瓜
,

一六
:

( 3
.

1)

由变形梯度和不可压 条件可得f
:和 f

:

满足的微分方

f :f : + R f : f二= 斌了
,

fff
: 一 f

:
f止二 o ( 3

.

2 )

其解可写成为

式中

其中
,

f
,
(R ) = a 粼丁

·

材示万了不

g (R
,

刀)二 1 + (刀/ R )
2 ,

而 a ,

刀为积分常数
.

一 * 、示灭, 下
一

‘ (。)
,

一六
“

f
Z

(R ) 一告、丁
·

、示, 了)
一 ‘3

·

3)

将 ( 3
.

3 )代入 ( 3
.

1 )
,

并写成柱坐标形式得

( 3
.

4 a )

、

l翻、

l
尹

d s

G
Z

(
s
)

一 a r c ‘g

(奋
‘g 。

)
00

一几斌一一
n口

。 (。卜 ; 、
(
a Z 。。一。+

奋
s i n

Z
。

)
’‘“

( 3
.

4 b )

这样
,

在柱坐标系 ( :
, 0 ,

劝中变形梯度的物理分量为

‘G / g (R
,

刀) 材 夕(尺
,

刀) G ‘ O

再利用 (2
.

9 )及矩形板上
、

O M 斌 R
,

刀) 材
一

万/ G

0 0

下表面的边界条件可得P一可凡
,

( 3
.

5 )

l/ 材 几 ,

非零的C a u c h y应力分量为

a , f

~
「 行

“

拼l ~万 万万万 月瓦
L 呵 9 Llt , P )

+ 。(*
,

刀)。
/ 2 一

专〕 l
_

_
一

「勺 (R
,

句 1 1 _ _ ,

二
_ , D 。 、

G’ (
U e . ~ 尸[

.

一反乒一一一了J
’ 口 于, 一户 Ĵ 几 “ 、八 ’尸 厂万一 J

( 3
.

6 )

在远离小孔的区域内
,

应力状态和变形状态 与无孔时的情况相同
,

于是在上式中
,

令 R
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若给定微孔的几何参数。和载荷参数 刁~ 创拼
,

则
,

由 (2
.

幻可得几(A )
,

再由 (3
.

1 4 )可解出

d = 乙(A
,

约
.

数值结果示于图 l中
.

可以看到
, 。
越小

,
占随 刁 的变化越平缓

,

当 。, o 十 时
,
占

= O
。

为了直观地显示微孔的增长情况
,

记

p ~ r
(
a ,
e )/ b

,

则由(3
.

4 )
、

(3
.

8 )得到

。一m im
(夸

,

夸)

。一 (
。2 + 。)

工/

丫;
Z c 。。:

。+ 粤
。in

Z
。
丫

‘2

、 几 /
(3

.

15 )

式中露占= d (过
,

幼由 (3
.

14) 计算
,
几二几(刁 ) 由(2

.

8 )计算
.

若取
。= 0

.

01
,

则从 (3
.

1 5 )可以算

得微孔孔口形状随载荷参数汉 的变化
,

如图 2 所示
.

计算结果表明
,

微孔的半径随拉伸载荷

的增加而增加
,

设载荷作用方 向 (X : 方向) 增加较快
,

而在X
:
方向

,

微孔的变化并不敏感
.

图 3中示出了矩形板在单向拉伸载荷刀 = q / 拼作用下的变形情况与微孔的增长情况
.

微孔的变

形特征与有限元所得结果一致
〔“’

: x ”
一 ,

r
,‘二。

.

QZ Xz, b

‘ = 0
.

01
0

.

02

义X 10
一,

0. 粤
亡 = 0

.

00 5

尸尸 A
-

-
本一一

~ ~ ~ - J 一 一一

—
上- 一一

~
一一

J
.

—~0 4 8 12 16
、 \ _

.

\ 恻七
0

.

0 1 0
.

0 2 0
.

0 3

圈 1 徽孔增长今教d与载荷参数刀的关系 图 2 微孔形状随载荷过的变化

扮扮
一 、 “““““““

一一一 一 ‘r ...

产产产产
〔〔〔〔
卜卜卜
卜卜...

产产产

一X
,

圈3 矩形板的变形与微孔的增长
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