
应用数学和力学
,

第�� 卷 第� 期 �� �� �年 宁月�

� � � ��� � � � �� � � � � �� � � � � � � �� � � �� �
应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

非均匀介质中弹性波动方程的参数摄动法
’

牛玉清
‘
马兴瑞

‘

黄文虎
‘

�� �� 年 � 月� � 日收到�

摘 要

本文通过对非均匀介质弹性波动方程中的介质参数引入背景场量和摄动量
,

得到以摄动项为

次生源的均匀介质中的波动方程
,

利用�
� �  � 函数理论化微分方程为积分方程

�
然后把均匀介质

中的位移波场做为第一次迭代结果
,

代入积分方程进行位移波场的求解
�

当扰动量达�� 解时
,

此

方法仍然有效
,

分析数值结果
,

从而对一般非均匀介质中的波场性质有了一个定性 了解
,

结果与

一般非均匀介质 中的声波局部理论基本一致
�

关健词 弹性波动方程 摄动参数 积分方程 积分迭代

弓� 言

弹性波因其衍射
、

散射
、

波型转换等复杂性
,

除对一些简单规则的介质模型外
,

对于一

般介质模型其精确解仍未解决
�

目前弹性散射理论大多集中于声波形式的理论 研 究
〔‘’、〔“’,

量子力学 � � � � 摄动方法用于解决弹性动力学问题
,

给出了弱散射条件下三 维散射问题远场

的近似解
‘“〕、〔‘’�

基于� � � � 近 似思想
,
� � � � 和� � � � � � � �

〔� 」

提出逆 � � � � 算祛
,

并研究了

强散射条件下的逆散射问题
�

马兴瑞
〔� ’

等人研究了强散射条件下二维逆散射 问题
,

提出了一

种局部区域的� � � � 近似方法
,

并考虑了强散射条件下的逆 � � � � 散射理论
,

研究了散射振

幅与入射角及波数的关系曲线
,

利用� �� � 近似方法对缺陷进行了计算机仿真
�

本文在上述研究的基础上
,

对一般非 均匀介质的弹性波动方程引入全局的 � � � � 近似方

法
,

得到由于介质不均匀性引起的散射位移场的积分迭代形式 � 然后利用均匀介质� � � � � 函

数的性质
,

对几种介质模型进行位移场的求解
�

从数值结果分析可见
,

介质不均匀性对位移

场的影响主要体现在波速的梯度上
,

基本趋势为
�

梯度越大
,

位移场的振幅变大
,

并产生相

位延迟
�

结果与� � � � � � �� � �� �
〔� 」

等人对声波函数的局部理论进行的理论分析基本一致
�

二
、

波动方程中介质参数摄动

对于一般各向同性的非均匀介质
,

其弹性波动方程为
�

口��几�
, � 。
�� 日, �拼��

, � ‘一

卜口‘� , �」二户公
‘

��
�
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式中 几
, 拼为拉梅系数 � � 为介质密度 , 脚为位移分量 �‘� �, � , ��

�

对几
, 拼, � 用均匀介质量与摄动量表示为

�

几二机� 叔

拼� 拼
。� �拼

� 一 �
� � �� � ��

�

��

式中 礼
,

丙
,

�� 为已知的均匀介质参数值
,
叔

,

如
,
�� 为摄动值

,

且为位置矢量的函数
�

式 ��
�

�� 变换到频域
,

且式 ��
�

��代入式 ��
�

�� 中
,

有
�

几
。口‘��

。“。�� 拼
。口, �口,

� ‘� 口‘� , �� 户
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‘
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�
‘一占户。

“。‘� 口‘�舀几�
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, �占拼�。, 。‘� �‘� ,
�〕

此时
,
街为频域。中的位移场分量

�

考虑二维变化的介质情况
,

把位移波场分解为
�

� ‘�� 。
�
‘, � 。

�
� , ��

�

式中
。

�
‘,表示在均匀介质中的位移场

,

且有
�

兄
。。‘�。

� �

扩
, � � 拼

。� , �“
, 。

�
‘, � �‘“乡

‘, �� 户
。。 � 。
�
‘, � � ��

�

。
�
‘’表示由于介质的不均匀性引起的散射位移场

�

利用 � � � � � 函数理论
,

有
�

�

�
· , ��

。

�一�
� � � ‘, �� �

�。

�, , �� � ��
�

此积分对整个介质所占空间进行
�

��
�

��式的物理意义表示
, � 。

点的散射位移场是由于整个介质空间的不均匀性引 起 的
,

�, ��� 为 �点的次生波源
�

� ‘,
���

� 。

�表示二维均匀介质中的� � � � � 函数
,

有

� , , ‘� ,�
。

, �
,

瑞渝
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三
、

积分迭代法求介质中的位移波场

分析式 ��
�

��
,

�
,
�甸中的位移场可用式 ��

�

��表示
。
�
”一
�
� � � ‘,

�� �
�。

��
, 、� �

‘’, 。
�” �

则由此构成一种逆代形式
�

为避免出现� � � � �� 函数的导数计算情况
,

利用� � � � � 函数的性质
,

��
�

��

化简� � � � � 函数
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对于式 (3
.
1) 的迭代方程

,

取初始位移场为均匀介质中的柱面波形式
,

即
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、, 。

H {

‘’
(
、 , 。:
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四
、

几种介质模型的计算结果

为研究介质变化对位移波场的影响
,

本文对式 (3
.
5)表示的入射

‘

波进行了几种一维 介质

模型的计算机模拟
.

取背景场参数为
:

p 。= 2 5 0 0 k g
/ m

Z ,
C

, 。
~

2 5 0 0
m /

s
,

C
s 。

= x s o o
m /

s
(
4
.
1
)

图 1为此均匀介质中入射位移场式 (3
.
5)的图形

.
介质模型的变化按此公式进行

:

C ,
= C

, 。
+ 占C ,

·

z
,

C
e
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+ 占C
: ·

二
(
4
.
2
)

: 的变化范围取纵向。、:56 m
,

图2
、

3

、

4
、

5
、

6 分别表示当介质波速按表 1变化时的位移场

图形
.
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从 上述数值结果可见
,

当介质摄动量达 50 % 时
,

次方法仍能反映出位移波场 的 基 本 趋

势
,

证明了次方法的有效性
.
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图5(。) 位移场
。

;

‘, 的图形 图万(b ) 位移场
。

;

‘, 的圈形

图6‘
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结果分析与讨论

从上述的几种介质模型计算结果来看
,

波速的变化对位移场的影响体现在波幅值 与相位

上
.
分析计算所得的数值可以得到

,

波速的正梯度
,

使位移场的幅值变大
,

并产生相应 的相

位延迟
.
文献 〔7〕中从理论上对非均匀介质一维声波进行了介质变化对声波函数的影响研究

,

提出了一般非均匀介质波函数的局部理论
,

本文的计算结果与其理论分析基本一致
.

弹性波的散射理论研究
,

目前对一般非均匀介质波场性质的研究大多集中于定性分析
,

在数学上归结为波动方程的性质分析
.
本文以B o r n近似方法为基础

,

引入参数摄动 量
,

提

出一种全局参数摄动方法
,

对几种介质模型进行了位移场的求解
,

结果表明
,

对大扰动参数

此方法也具有很强的适用性
.
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