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摘 要

本文讨论了土壤水一维不饱和水平流方程的解析解问题
.

文中首先根据土壤水扩散率D 与土

壤含水量 夕之 间的经验关系
.

对原土壤水一维不饱和流方程作变量代换
,

将方程变为易于求解的

形式
,

然后采用变量分离的方法并结合 B ol tz m a坟n 变换法进行求解
.

从而得出了解析表达式
.

同

时这个解析解在土壤水一维水平不饱和流实验中得到了验证
,

从而证明了其解析表达式的正确性
.

关. 询 土壤水 不饱和流动 解析解

土壤水的不饱和流方程的求解一直是一个十分麻烦的事情
,

其中的主要原因 是 导 水 率

K (梦)或土壤水扩散率D (0) 是土水势或土壤水数量的函数
.

而目前普遍采用的求解方法是数

值求解法
〔2 〕, P hi h p迭代运算法

〔“’
等

.

但这些方法的普遍缺陷是求解过程非 常繁锁
,

而且求

解的结果只能给出数值的大小
,

而无 法用准确的解析表达式来表达土壤水的运动规律
,

所以

使用起来也很不方便
.

除此之外
,

有些方 法由于简化太多
,

因此求解的结果 与实 际偏 差 很

大
,

甚至不符
.

所以本文对土壤水的一维不饱和流方程的解析解问题进行了讨论
,

得出了解

析表达式
,

并在土壤水的不饱和流实验中得到了验证
.

一
、

不饱和流中土壤水扩散率与土壤水数量之间的关系

众多实验表明
〔’, ’ , “’,

不饱和流中土壤水扩散率D (0) 与土壤水数量e间的关系在较宽的含

水量范围内为图 1 所示的曲线
:

显然
,

这样的曲线适合于用指数函数来表达
,

因此D (0) 与0 间关系的经验表达式常采用

如下指数函数
〔“ , “’:

D (0) = D
o e x p [刀(0 一 8

‘

)〕 (1
.

1)

式中 D (0) 为土壤水扩散率
,

0, 是一特征参数
,

0是土壤体积含水量
,

夕为一常数
,

D
。

是

0一0, 时的 D (0) 之值
.
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一
土壤水一维不饱和流方程的变换

土壤水一维不饱和水平流方程的扩散型表示为
:

器一斋巨
“)
荟」 (2

.

1 )

n矽孟U,乙只�4
内‘1二,
‘

�口遥七毛��O�自

式中x 为空 间坐标
, t是时 问

,

其 余符号含义同

前
.

下面对 (2
.

1) 式作变换
.

根据 ( 1
.

1) 式可有
:

D (0 ) == A e x P [刀0」 ( 2
.

2 )

式中 A = D
o e x P [一刀0

‘

」

若令
:

件(夕) = D (0 )

则
:

拌(0) == 班e x p 仁刀0」 (2
.

3 )

将此式对时间 t 微分得
:

c巨二

一
竺兰二

_

志
_

_

_
_

O
,

2 D
.

2心 C
.

2 8 0 22 0
.

3 6 0
.

4 0 0
.

4 4

土壤水敛量刹 C二户 二13 少

图 1 土坡含水一与扩徽奉间的关系曲线

口拼(8 )
a t

一“”e X p 「刀“〕
臀

即
:

口0

口t

e x p 〔一刀0」

A刀

口拼 (口)
口才

( 2
.

4 )

同样将 ( 2
.

3 )式对x 微分后得
:

ao e x p 〔一

口x 一 A刀
刀口」 J赵(0 )

将 ( 2
.

2 )
、

(2
.

连)禾了( 2
.

5 )式代入 ( 2
.

口z; (夕)
口才

“ 月 e x p 正尸0〕

d X

1)式得
:

口2拜(夕)
日工 2

( 2
.

5 )

将 ( 2
.

劝式代入上式得
:

日拼( 0 )
a才

二 , 。、 。“以内
~ 仔 又U ,

~

一孔丁 f 一

口几
( 2

.

6 )

这就是土壤水一维不饱和水平流方程的交换式
,

式中川 0) ~ A e x P[ 刀句
.

三
、

土壤水一维不饱和水平流方程的解

在求解基本方程之前
,

先作如下假定
:

( l) 边界 x ~ o处的土壤含水量维持一常数0一 0。;

(幻 土壤中的初始含水量0 = 00
.

于是根据方程 (2
.

6 )式
,

可得如下定解条件
:

r a拜
口一石二一一升

)
。 ‘

}
拼1 , 一 。, 。》 o

口2拼

ax 么

= 拼。-

拼1一
。, , ) 。

~ 拜
o ,

拼。

= A e x p [刀0
。

〕

拼o
二 A e x P〔刀0

0 ]

( 3
.

1)

(3
.

2 )

( 3
.

3 )
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如果假定拼二以二 ,

f) 是可以变量分离的
,

“二以 x)
‘

川t)

贝寸(3
.

1) 式可转变成
:

l a拼(约
_ _

壁甘(川
拼2

(才) 日才 一 日x Z

此式左边只与时间有关
,

右边只 与 x 有关
,

(3
.

4 )

两边相等
,

表 明它们应分别等于一常数 k
,

即
:

了 l a川t)
_

:

. 一- - 下
目

几 , , :甲 -

—
二二二 坷

l付
‘

(才,
_

d 才

! 口
‘

拼(x )
. 一- , 只尸- 布一

一 二二二 付
、

.

口X
.

(3
.

5 )

(3
.

6 )

求解(3
.

5 )式得
:

拼(才)一 1/ (P 一 kt )

式中 尸为一积分常数
.

求解(3
.

6 )式得
:

(3
.

7 )

。(: )= 粤、
x , + Q二 + 尸

乙
(3

.

8 )

式中 Q
,

R 为积分常数
.

将(3
.

7 )
、

(5
.

8 )式代入 (3
,

4 )式得
:

。= (冬。
二“+ 。二 + * 、/ (尸一 。, )

、 乙 / /
(3

.

9 )

应用 (3
.

2 )式的定解条件
,

可得
:

z: 。= R / (P 一 k才)

由此式可看出
,

为得到与边界条件 (3
.

幻式相符的解
,

R 需表示成时间 才的函数
,

但当R 作为

时间公的函数时
,

川二 ,

约就不再是可变量分离的了
,

但是方程 (3
.

1) 式很难采用积分变换法求

解而易于应用变量分离的方法
.

所以
,

为了得到 与边界条件相符的解
,

这里先假设R 可以看

成时间 才的函数
.

从后面的讨论可以看出
,

作为一个特例
,

这样做的结果仍能得到满足所有

定解条件的解
.

于是将上式代入 (3
.

9 )式得
:

。一 。。一

(争启枷 )/(
尸一 kt) (3

.

1 0 )

应用 (3
.

3 )式表示的定解条件
,

可得
:

、一 。
。
一

(争xz+ 。 )/
尸

由此可看出
,

P只能取。或co
,

但当尸 = co 时
,

与所论情况不符
,

所以只能取尸二 。
,

于是 (3
.

1 x Z
o 尤

娜一丙 ~ 一 万 丁一 百 下

若将上式表示成 x 的一元二次方程得
:

川必等于拼。,

即脚一 0
。,

这时将为稳态流情况
,

, 0) 式可表示成
:

(3
.

1 1)

x:+ 零
二十 : (。一 。

。

)广一 。

付

解 出
% ,

得

Q
二二二

一 二 月一

佗
/
一

了互、
脚 \ k l

+ 2 (拼
。一 拼)t (3

,

12 )



60 6 李 航 刘 志 强

注意
,

这里开平方后只能取正号
.

另外
,

应用条件 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )式对方程(3
.

1 )作B o l七z m a n n 变换可得
「2 ’:

, _ 。 ,
, .
、 二

去
劣”几(拼)

·

t‘ (3
.

1 3 )

其中 袱“)是关于料的未知函数
.

由于 (3
.

1 2 )式和 (3
.

1 3)式都看作是定解条件 (3
.

1)
、

(3
.

2 )和 (3
.

3 ) 式的解
,

所以 (3
.

2 2 )

和(3
,

13 )式的 x 与t的关系应 相同
,

显然这就 必要求 (3
,

1 2 )式中
:

Q = o 或 Q / 寿一
a
斌下

式中 a为一常数
.

~ ~ Q
_ ,

二
, : 、 、 , 。 , _ 、

~ 二 , ~
: 。

石半下 ~ 。呵 了 ,

伙八 、“
·
‘乙 )八加世毯仔

‘

牌〔一叶双云拜取风不万〕
.

户

若将此式恢复成 拼= 拼(大
,

t) 形式的表达式得
:

1 x Z x

拼= 丙一万 下 一 “
刃下

由此看来
, 拼一拼(x ,

约确实无 法作变量分离
,

那么由前述方法得到的 (次 1 5 )

偏微分方程(3
.

1) 或 (2
.

1) 式呢 ? 下面对此进行检验
.

将 (3
.

15 )式表示成0 = 0 (x ,

约 的形式得
:

(3
.

14 )

(3
.

15 )

式是否满足

“‘X , ‘, 一

声
‘n

(
e X p 〔”“

。

卜么 才 A 六) (3
.

x6 )

同时
,

将原微分方程(3
.

1) 也转变成0一 0 (戈
,

t) 的形式得
:

雳
一 A一 p 〔刀“〕【器

+ 刀(器)
“

} (3
.

1 7 )

于是将 (3
.

16) 式代入 (3
.

1 7 )式左边得
:

口8

日t

1 x Z
.

a

— —
十 —2 才 2

X

斌下

”‘(
A 一 p 〔”“

。

卜合子一介)
(3

.

1 5 )

将(3
.

1 6 )式代入 (3
.

1 7 )式右边后整理得
:

, e x 。:刀。〕[器
+ 刀(

一

器)
‘

〕一
A e x p [刀夕

。

] 一言分
一 a X

双了

“‘

(
“。X p 「““

。

卜合手一去)
(5

.

19 )

将 (3
.

1 8 )式减去 (3
.

1 9 )式得
:

” 一

碧
一 A一 p 「““:

〔器
+ , (哭)

“

〕
-

, 。 。 , a
.

月 e X D I口 U n
}一—一 一 ‘

一 2

尤

双下

“‘

(
“。· , 〔““

。

卜合手一刹
(3

.

2 0 )

由于在土壤水运动中
,

户之值很大
,

所以J 之值是很小的
,

因此可以认为刁之值等于零
.

下

面举一实例来证实这一点
.

据杨苑章测定刀 (0) 的实验资料“ 1

可得 (3
.

1 6 )式各参数的值是
:

A = 0
.

0 0 0 5 7 7 5 ,

刀= 2 4
.

4 2 ,
d = 6

.

1 2 0

于是可得0一‘曲线各处件一
“、 5 5“平)的刁值

·

见表 ‘:
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e嘴曲线各处的刁之值

劣(改。)

刁

劣 (e口)

刁

一
~ 一

二‘
一

}里一 }
⋯一三旦 {一迎一

~

里兰望巳 {燮
1

些卜三卫圣三叮
-

卜里圣竺
‘

-

卫i {一竺一卜
一二旦一卜

一

兰些一
i

·

g X i o一4

{ 2
·

7 x 1 0一
‘

1 刁
·

9 X 1 0
一‘

! 9
·

2 x 1 0一

“5
!

“0

1
.

2 X 1 0一‘ 1
.

3 X 10一‘

一摘一
一

}
”“

2
.

I X 10一3 } 1
.

6 x 1 0一 ,

由于在时刻t时
, x 的定义范围是

: 。《 x < b
,

其中b是润湿前锋的位置
.

从上表可看出
,

在润湿前锋处
,

刁有增大的趋势
.

尽管如此
,

随润湿前锋的位置 b 的增大
,

刁 之值则是迅速

收敛的
.

比如
,

当该实验的润湿前锋位置达到s o o oc m 时
,

刁的最大值(即前锋处的刁之值 )

为
: 5

.

2 x 1 0- 、 刁的最小值 (即二 = 。处的才之值 ) 为
: 1。“ a, 此时曲线上 x 一 4 9 9 0c m 时的刁

之值也仅为Z x 1 0- 7 .

由此表明
,

在一般情况下
,

(3
.

20 )式的才之值是远远小于 1 的
.

因此
,

根据 (3
.

2 0 )式
,

可有
:

留
一A一p 〔, ”〕

【器
+ 刀

(器)
“

〕

碧
一

斋(
A O X p 〔刀。〕器)

斋
一。

器
, 。一 , e x 。〔刀。〕

表明
,

(3
.

1 5 )或 (3
.

16 )式确实是原方程的解
.

现在来讨论确定(3
.

1 6 )式中常数
a 的方法

.

由于任意时刻润湿前锋处有关系式
:

X

斌丁
= 。(常数)

〔’了

子是将这个式子代入 (3
.

15 )式可得
:

A e 、p 〔刀。
。

〕一 A e x p 〔刀。
。

〕一尝
一

。龙

a 二 _ _
_

_
_

_
_ _ _ _

_ _ 兰
_ _

_

(3
.

2 1)

由于m 为常数
,

所以
a必为常数

.

于是
,

土壤水运动方程的理论解为
:

“(X ,
, )一

声
‘n

l
O x p 〔”“

。

卜(
-

过 e x p [刀。
。

〕一 且e x p [刀。
。」一李

。 : 2

Z

川A

_ 、
一

雀
二 一 一

生 竺1
/ 以 才 Z A t 」

(3
.

2 2 )

尽管这个结果在理论上有一定的近似性
,

但它在实际应用中已经是足够 精 确 的 了
.

因

为
,

从理论上看
,

在X 的定义域内
,

除了润湿前锋及其令环域之夕卜
,

‘3
·

2”, 式的‘值趋近于
声

,

这个值在一般情况下是远小于 1 的
,

虽然润湿前锋附近的刁之值稍大
,

但前锋处的实验误差

往往更大
.

从后面的几个实验的验证也表明
,

在一般情况下
,

(3
.

2 2 )式完全可作为非饱和土

壤水一维水平流方程的精确解
.
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四
、

解的理论分析

方程(3
.

22 )式代表的 0一x 的图形是图 2所示的曲线
.

0一x 曲线中
,

曲线各处的斜率为
:

八曰n内UC�

�价巨之县�乃

X一t
+

·

一石日8

蔽= “(
A O X p 〔”“

。

卜
·

六
一

夸
一

丝、
t /

( 4
.

1 )

于是在润湿前锋处有
:

丝}
口X !

a 十 形
:

一1/l
_ .

一邓石不〔画巧万了
( 4

.

2 )

在 x = 0处有
: 距离 x (cTn )

一

丝
一

.

}
口x }

二 二 。 A刀e x p [刀0。〕
旱

- ( 4
.

3 )

V t
图2 不同时间(t

:
> t , )0 嘴的理论曲线

进而可求得通过义 ~ 0的界面进入土壤内的入渗通量为
:

,
一

” (“
。

)
器{

: _ 。

一

户
一‘

式中
,

j是通量
,

即单 位时间通过单位面积的水的数量
,

D (0
。

) 是义= 。处的水扩散率
,

“且e x p 〔刀0
。

〕
.

通过 义二 0 的界面进入土壤内部的入渗总量为
:

( 4
.

4 )

D (0
。

)

“万一

脚 :
t一

场- Za s
‘

告
~ ~

一笋r - 奋

P
( 4

.

5 )

式中 △N 代表入渗总量
,

S 是入渗面面积
.

4
.

3 在P hi liP 迭代运算中
,

首先将水运动方程 ( 3
.

1) 式作 B ol 耘 m a n n 变换
,

得到

二= 袱0)
.

声

式中 元(0) 为 0的未知函数
,

其值是通过P hi li p 法返复迭代而获得
.

从 ( 3
.

14 )可看出元(0) 的

准确表达式为
:

侧出 ~ 一 。十 双 了干厄刁 (百交p动石
。

〕二石又p 〔加丁)一 ( 4
.

6 )

五
、

解的实验验证

5
.

1 土壤
.

中含水量分布的理论曲线与实验值的比较

这里采用杨苑璋的实验资料
〔’〕, 该实验的边界处的含水量是 0

。
二 0

.

42 5 c m 3/c m “,

土壤

初始含水量是 0
.

osc m
3

/c m
“,

测定时间是才一鲜o分
.

根据其测定D (0) 的实验资料得到 ( 3
.

16)

式各参数的值是
:

A = 0
.

0 0 0 5 7 7 5 ,

刀= 2 4
.

4 2 , a 二 6
.

1 2 0

于是
, 才~ 铭 0分时土壤含水量分布的理论方程是

:

“一 2

份
‘n ‘3 2 , 6 0

·

了一 ‘
·

8 0 3 7 / 2一 ‘8 3
·

7 0 3 /
,
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由该方程绘制的含水量分布的理论曲线与实验值比较见图 3
.

从图 3 可看出理论曲线与实验值相 当吻

5
.

2 由方程 (3
.

1 4 )式计算得到的 二 (O
,

约

之值与 P hi ll p 迭代运算得到的 x (e
,

约 之值的

比较

这里采用雷志栋等人的实验资料来验证
『“’

该实验的边界处的含水量为口
。

~ 。
.

46 c m
3

/c m
3 ,

测定时间是才二 5 40 分钟
.

根据其测定刀 (0) 的实

验资料可得到 (3
.

14 )式各参数的值是
:

A = 0
.

0 0 0 5 0 15 ,

刀= 2 0
.

16 8 , a = 2
.

8 3 2

于是根据(3
.

2 1) 式得
:
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图 3 土坡含水皿分布的理论曲线与实脸值
(心代表实验值)

x (8
, 5 4 0 )二 一 6 5

.

8 1 + 2 3
.

2 3 7 9斌葱几毛2 1 + 0
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0 0 1 6 0 3 (1 0 6 9 2
.

3 一 e x p [ 2 0
.
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应用该方程得到的 x 值与P hi li p迭代运算的x 值的比较见表2
.

裹 2 二值的解析法与 p h iliP 迭代运算法的比较表

劣 (Ph ilip 法)

二 (解析法)

000
.

4 4 000 0
.

3 9999 0
.

3 3 777 0
.

3 1 777 0
.

27 666 0
.

21444 0
.

1 7 333 0
.

1 3222 0
.

09 111 0
.

07 111

:::4
.

1444 4 2
.

5 777 4 8
.

0魂魂 咬8
.

6 000 4 9
.

1 111 4 9
.

7 333 5 0
.

0 555 5 0
.

3 333 5 0
.

5 888 5 0
.

7 555

:::0
.

2 333 3 8
.

6 111 4 7
.

3888 48
.

5 111 4 9
.

7 888 5 0
.

4777 5 0 6 333 5 0
.

7 000 5 0
.

7 333 6 0
.

7寸寸

表明两种方法的计算结果吻合很好
。

5
.

3 任意时刻土壤含水量分布的实验验证

为了验证方程 (3
.

2 2 )式能否对不同时间土壤含水量分布规律作出成功的预测
,

‘

笔者采用

水平土柱法
〔‘, 2 ’用同种土样在同一实验条件下测定不同时间土壤含水量分布

,

结果发现理论

曲线与实验值完全吻合
.

该实验的供试土样为轻壤土
,

土壤容重为 1
.

47 9 /;c m 3 ,
实验温度为2 9 3

O

K
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.

o 4 e m
“

/ e m
3 ,
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.

4 5 e m
“

/ e m
“ .

实验首先测定不同0值时的D (0) 之值
,

测定结果见表 3
.

表 3 土坡水扩徽串D (即的侧定 (时间才= 3 00 分)
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共 件活百 足怅掂头拉但带制阴卜
口天杀曰线
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迎用

差分方法而获得的近似值
.

根据表 (2
‘

l) 可确定出(3
‘

16 )式各参考的值是。

刀 = 0
.
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.
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于是土壤含水量分布的理论方程是
:

8 (x , t) =
2 2

。

4 8
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(
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·

6 一 10 8 2

.

4 8

丁
一 8 5 4‘

·
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�叱日�\卫。�0
由该方程绘制的土壤含水量

分布的理论曲线与实验值比较见

图 4 ,

从图 4可看出
,

理论计算与

实验结果完全吻合
.
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图 4 不同时间土坡含水且分布的理论曲线与实验值 ( X
,

身实验值)
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