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摘 要

对模糊随机有限元平衡方程作 久水平截集
,

得随机区间平衡方程
,

然后基于平衡方程中有 关

力学盘之间的关系
,

将随机区间平衡方程转化为两类普通随机平衡方程求解
,

利用小参数摄 动 理

论导得求随机区间位移的递归方程组
.

文中还详细推异了计算模糊随机位移
、

模糊随机应变 和 模

糊随机应力数字特征的计算公式
.

关. 侧 模糊随机有限元 区间数方程 摄动法

一
、

引 言

在工程结构分析中往往有许多参数
,

如材料的弹性模
、

量和 泊松比
、

结构的几何尺寸和边

界条件以及作用的外载等可能具有随机性和模糊性
.

随机有限元 法
『‘’
处理随机性 , 模糊有限

元法
〔”处理模糊性 , 当要同时处理模糊性和随机性时需要使用模糊随机有限方 法

.

王光远教

授等
‘3 , ‘ , “’

在模糊随机振动理论及其他地震工程中的应用方面作了大量开拓性工作
.

本文研究

当结构材料特性
、

几何特性及载荷特性中的某些参数取值具有模糊性
、

概率为清晰值时结构

响应的求法
.

利用平衡方程中有关力学量间的变化关系
,

将随机区间平衡方程转化为普通随

机平衡方程求解
,

并给出了求节点位移
、

单元应变和应力统计特征的计算公式
.

分析表明
,

模糊随机有限元法是模糊有限元侩和随机有限元法的推广
.

二
、

模糊随机参数的数学描述[ 4
,
“〕

为了行文方便
,

本节简单介绍了几个描述模糊随机参数的定义和概念
.

2
.

1 模糊随机变最

模糊随机变量有多种定义
,

由K w a k e r n a a k 引入的模糊随机变量的定义为
:

定义 2
.

1 设 (口
,

了
,
尸)为概率测度空间

,

模糊集值映射万
:
口 , 了

。

(R )~ {刁{澎是有

界闭模糊数 }称为〔K )模糊随机变量
,

如果
:

.
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门 ) 对 V 兄〔(o , 1〕
,

了
;

(。)
,

戈 :
(。)为 (口

,

了
,
P )上的随机变量 ;

(2 ) 对 V 几〔(o , r〕
,

多
; 又。)

,

戈 :
(。)〔X *

(。 )
.

其中 了
*
(。) ~ in fX :

(
。)

)二 in f {x 〔尸 I多(。 ) (二)> 久}
,

叉 ;
(。 )一 。u p X

:
(。 ) = 。u p {x 〔R I万(。 ) (x )》凡}

,

X : (司是万(耐 的久水平截集 , 万(。) (劝是万(叫 的隶属函数
.

由定义 2
.

1 可知
,

若老是 (K ) 模糊随机变量
,

则对 V 几〔(0
,

l]
,

X :
(司 = 〔了

:
(司

,

戈;
(。 )〕不仅是一 个闭区间数

,

而且是一个随机区间
.

随机区间是指
:

定义 2
.

2 设 了口
,

了
,
尸。为概率测度空间

,
I (R 、 为 R 中全体闭区间数构成的集合

,
口 到

I (R )的集值映射

占: 口。I (R )一 {「火
, 夕」!二

, , 〔R
, x ( 夕}

,

。 , 雪(。 )= [重(。)
,

百(。 )]

称为随机区间
,

如果二(。 )和勇(司是 (口
,

了
,
尸)上的随机变量

.

对于 向量万一 (老(1 )
,
⋯

,

万(川 )是概率测度空 间 (口
,

了
,
P )上的

n 维模糊随机向量的充要

条件是每一个多(k) (左= 1 ,

⋯
,

n) 是 (口
,

了
,
尸)上的模糊随机变量

.

2
.

2 模糊概率特征

与普通随机变量和随机向量的数字特征相对应
,

模糊随机变量和模糊随机向量也可用其

数字特征来描述
.

定义2
.

3 设万是概率测度空 间 (口
,

了
,
尸) 上的模糊随机变量

,

如果了在口 上关于尸可

积
,

则老在口上的积分称为老的数学期望
,

记作

E (老)一(
。
万(。 )尸 (“。 )

可以证明
,

E (万){) 玉是一有界闭模糊数
,

其 久水平截集为
:

对丫几〔(。
, l〕

,
E : (万)= E (X

: )二〔E (了
*

)
,
E (见

:

)」由模糊分解定理可知
:

E (多)一
* 。

甲
。 , ,

户[E (多
二)

,
E (叉

几
)〕 (2

.

1 )

上面介绍模糊随机变量期望值的计算方 法
.

设引
。 , 一

* 。、

月
, 〕 “〔虱 (匆”

,

凡问 〕是概率空问咬乌‘
,
尸夕上的连续型关于 尸可积 (或

积分有界 )的模糊随机变量
,

了
: (司 和 戈 * (叫 分别具有密度函数 夕

;
(劝 和 尹;

(x) 的随机变

量
,

则

“
‘。

, ‘〕
,
“ 几‘万 , 一

〔吸、
几

冈 dx
,

l沙
, ·

(x)d
/

〕
.

如果万是概率空 间 (口
,

了
,
尸 ) _

匕的离散型模糊随机变量
,

并且 P( 多(勿
‘
)二A ‘)二 P‘

(‘~ 1 , 2 ,

⋯
, n )

,

其中 刁
‘〔了

。 fR )
,

艺 少‘一 1 ,

则

E (万) 一兄 夕
‘

县
,
‘了

。fR ,

落= 1

并且”
“

‘。, 1 1
,

凡
;

矛 一

〔自或
,

补
“

司
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对于概率空间 (口
,

了
,
P ) 上的

n 维模糊随机向量
,

万(。 ) ~ (老(l , 。 )
,

⋯
,

多(
n , 。 ))

,

如

果每一个E (多(九
,

。 ))
,
子k一 l ,

⋯
, n

)
,

都存在
,

则称 (E (多fl
,

。))
,

⋯
,

E (了
。

(。 )))为万的数

学期望
,

并记为
:

E (者)一 、
、

E ‘老 (I少、
,

⋯
,

E (考(n 一
.

、

)
,

其中 几水平截集为
:

E 、
(万)二 (E (X : ))一 (E (X

* :
.

1 )
,

⋯
,

E (X * f, ) ) )
.

定义2
.

4 设了二 (多(1 )
,

⋯
,

万(n )) 为平方积分有界的
。维模糊随机向量

,

了‘劫 (凡= 1 ,

⋯
, ”)的数学期望为E (老(旬 )

,

则 称

尽(j
,
掩)自E 〔(多(j)一万 (老(j))) (万(‘)一刀(万(k )) )〕

为万的协方差
, n
阶矩阵

丘(l , n
)

夕(1 , n
)

、、.了、」几
Q自O�舜( l

, 1 ) 夕( 1

绝(2
, 1 ) 左( 2

乡(
。 , 1 ) 鑫(

。 ,

2 ) 参(
n , n

){
广.....班..
引

公刁�

一一尤�

称为多的协方差 矩阵
.

丘(j
,

k) 的几水平截集计算公式为

(鑫(j
,

k ) )
: = k , (j

,
k) 二E (〔了

、
(j) 一E (叉

:
(j) )

,

X ,
(j) 一 E (了

*
(j) ) 〕

[了
*

(k ) 一E (叉
*
(k ) )

,

戈 :
( k ) 一E (多

:
(k ) ) 〕 ( 2

.

2 )

三
、

摄动模糊随机有限元法基本列式

3
.

1 模糊随机有限元平衡方程的解

当结构的某些参数和外部环境条件具有模糊随机性时
,

结构响应 也必然具有 模 糊 随 机

性
,

此时结构分析的平衡方程为
:

[芳」{g }一 {刀} ( 3
.

1 )

式中 〔芳」是模糊随机刚度矩阵
,

{卫}是模糊机载荷 向量
,

{g }是模糊随机位移向量
.

对方

程 ( 3
.

1) 作 几水平截集
,

得随机区间方程组

〔了
,

叉」: {U
,

刀} : 二 {尸
,

厂圣: ( 3
.

2 )

方程 ( 3
.

2 )的解 {U
,

刀}
;
~ 笼〔些

, , 云,

〕
,

⋯
,

仁全
。 ,
云

,

〕叮 中各随机区 间数的上
、

下界由其均值按下

式定义
‘

、l
、

卢l
户E

*
〔坐, 〕= m i n {万 ( u川 K U = 夕

,

k〔[多
,

叉〕:
,

夕任{罗
,
厂}

;
}

E : [反, 〕二 m a X {E [ u , 〕1K U = p
,

k〔[多
,

叉〕:
,
户〔{尸

,
户}: }

(j一 l , 2 ,

⋯
, n , n为结构 自由度数 )

( 3
.

3 )

中 E 〔“ , 〕为随机平衡方程 K U 一P 的等
.

1) 的解可表示为
:

{g } = U 凡{U
, U }

;

几任 ( 0
, 1 」

个位移分量的均值
.

根据模糊分解定理
,

方程式‘以

(3
.

4 )

显然
,

欲求解模糊随机平衡方程 ( 3
.

1 )
,

关键在于求解随机区间平衡方程 ( 3
.

2 )
;
但 目前

即使对于一般的线性区间方程组尚无令人满意的解法
,

而要求解一般的线性随机 区 间 方 程

组
,

条件更未具备
.

下瓦从平衡方程 ( 3
.

2 )中有关力学量之间的关系出发寻求解法
.

事实上
,

节点位移是所有原始模糊随机参数的函数
,

并且容易判断节点位移的绝对值是这些初始模糊
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随机参数的增函数还是减函数
.

分别记

{雪}” {重
: ,

雪
: ,

⋯
,

重
, :

}

{刀} ~ {刀
, ,
刀

: ,

⋯
,
刀r :

} } (3
.

5 )

式中 彭(‘= 1 , 2 ,

⋯
,

九)和卫
,
(j~ 1 , 2 ,

⋯
,

f
:
) 均为原始模糊随机参数

,

并且设节点位移的绝

对值是尊
‘的增函数

,

是刀
, 的减函数

.

对式 (3
.

动作几截集

{羞
,

西}: ~ { [羞
: ,

蓄
、〕

,

⋯
,

[专
, : ,

丢
, : 〕} ;

{左
,

厅} : 一 { (夕
; ,

方
, ]

,

⋯
,

E夕, : ,

亏, : 〕}几

计算刚度阵
,

并记

[ K
一

〕= [K (三
: ,

厅
*
)〕

{P
一

}~ {P (麦
* ,

厅
,
)}

式中 〔K
一

〕为取 {彭
; 的下界和 勿 };

〔多
、〕是不同的

.

式 (3
.

时中的 [K
+

〕
,

求解平衡方程

[尤
+

卜〔尤(百
: ,

夕、)]

{尸
‘

}= 笼p (百
: ,

夕、)} } (3
.

6 )

的上界所得刚度阵
.

一般来说
,

〔K
一

] 与式 (3
.

2 ) 中的

{尸
一

}和 {尸
+

}的意义可类推
。

〔K
一

J{U
一

}一 {尸
一

}

[尤
+

〕{U
+

}= {P
十

}
} (3

.

7 )

其解分别为

{U
一

} = {“丁
, u 畜

,

一
, “二}

{U
千

}= {u士
, “
畜

,
⋯

, 。言}
} (3

.

8 )

由式 (3
,

3 )
、

(3
.

6 )可以判断方程 (3
.

2 )和方程 (3
.

7 )解之 间的关系为
:

、

!
.

!
j声目

++),

, , 弃一
{

。 ,

一{

(当
。丁> o )

(当
“
亨< o )

(当
。
亨> o )

(当
“7 < 0 )

(j二 l
,

2
,

⋯
, 。

)

(3
.

9 )

n
为结构自由度总数

.

如果存在某些节点位移分量的绝对值并非完全与 {雪} 和 {少 呈增
、

减函数关系
,

这时需

对位移分量分类
,

使每一类中的各位移分量对初始模糊随机参数呈相同的增减关系
,

然后对

每一类位移分量作式 (3
.

5 )、 (3
.

的的处理
,

综合起来便可求得方程 (3
.

2 )的解
.

3
.

2 求位移的递归方程组

按照本文在前言中所作假设
,

若结构的某一参数 弓具有模糊随机性
,

意味着该参数的取

值为模糊数
,

相应的概率为清晰数
.

对该参数建立随机场模型后
,

其扰动量可以用一个随机

小参数 a 来表示
,

即

弓~ 多
。

(l + a
)

式中 虽。

是一个模糊数
,

反映了弓的模糊性 , a
是均值为零的随机场

,

反映了弓的随机性
.

弓的

元水平截集为
二;

= [乡* , 召:

〕= [ 多
。‘

(1 + a )
, 乏。:

(l + a )〕 (3 一。)

对随机场a 离散后
, a可以化为随机向量 见

.

当有限元离散网格确定以后
,

方程 (3
.

7 ) 中

的K
一 ,

K
十 , 尸

一 ,
尸

‘

和 U
一 , U

+

在 , 的均值处作泰勒级数展开
,

略去二阶以上项
,

有
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K一心 +
石心

山 +
合石弓心

, 街内

“一 K ‘+
馨

K 卞a ‘+
合屏芬“

, a ‘

aj

一”“+
习
尸‘·汁合屏只

尸 ; , a ‘

一

(3
.

1 1 )⋯
l
.

IJ
尹

尸
‘
一尸“+
石
尸‘一 +

合石乙尸亨
, a ‘内

了一 1

U一 U ; 十乙 U ;山
‘二 1

+ 李犷
2 1下

乙 U 丁, a ‘勺
了. 1

“
‘
一U ‘+
石

U ‘一

弓石弓
“‘

, 一勺

式中
。
是见向量中随机变量总数 , K 了

,

K 二,
等量中的下标 i和 j表示对 山和 内 求偏导数

.

将式

(3
.

1 1) 代入控制方程 (3
.

7 )
,

根据摄动法原理便可得到如下的递归方程组
:

(3
.

1 2 )

、..飞
.甘‘.

.

1

(3
.

1 3 )

、...
、了
.产

〔K 言」笼U 补二笼尸言}

仁K 万〕{U 补~ {尸丁}一 〔K 了〕{U 科

[K 言」{U 丁, }二 {P 二, }一 [ K 丁〕{U 丁}一 [K 丁」{U 丁卜 [ K 7 , ] {U 下}

〔K 吉」笼U 言}~ 笼尸斜

〔K 言〕笼U 才}= {尸畜}一 〔K 士]{ K 右}

〔K 言H U 士
, }一 {P 亨

, }一 〔K 亨〕{U 李}一 〔K 亨〕诬U 亨}一 〔K 才
, {U 吉}

解这两个递归方程组就得到方程 (3
.

7 )的解
,

再由式 (3
.

9 )可求出随机区间方程 (3
.

2 ) 的解
,

然后由式 (3
.

4 )便可得到方程 (3
.

1) 的解
.

当初始模糊随机参数弓不是平模糊数
〔7 ’时(一 般工程参数不应是平模糊数 )

,

在式 (3
.

1 0)

中取几= 1 ,

必有多
*二乳

,

从而在式 (3
.

6)
、

(3
.

1 1) 中必有K 一K
十 ,

U 一U
十

和 尸
一

~ 尸
千 ,

此

时方程组 (3
.

1 2 )和 (3
.

1 3 )等价
,

并且与摄动随机有限元法求节点位移的递归方程 组
〔‘’
完全一

致
.

如果随机向量任为零向量
,

则有K
一

~ K 石
,

K
+

+ K 言
,
尸

一

~ 尸万
,
尸

+

~ 尸言和 U
一

= U ;
,

U
十

二U 言
,

此时方程 (3
.

1 2 )和 (3
.

1 3)分别退化为普通的平衡方程
,

其解按式 (3
.

9 ) 组合后与

文献〔6〕解法的结果相同
.

当同时取设防水平几= 1和见为零向量时
,

方程 邝
.

1 2 )和 (3
.

1 3 ) 等

价并退为为一般的有限元平衡方程
.

3
.

3 位移
、

应变和应力的统计特征

由式(3
.

1 1 )
,

{U
一

}
,

{U
+

}的均值为

石〔U
- 一“万+

合石乙 U 丁, E 〔a
‘a , 〕

1 . 1
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“「“
”

卜““+
合石只

U :声 〔。一〕

再参照式 (3
.

9 )便可求出位移均值的几截集

E :
(U )一 {E : 〔些, , . ;

〕
,

E * [些
: , 云:

〕
,

⋯
,
E : 〔些

。 , 云”

}

在计算位移协方差时
,

仅取位移的一阶近似式
.

由式 (2
.

2 )
、

(3
.

1 1)
,

I个分量间的协方差的久截集为
e o v (

。, , u ‘
)

: ~ E 〔(些
, 一 E (忍

,
)

, 忍。一 E (些
,
))

(些
‘一 E (云

:
)

,

一 E (终
:
))〕

久

记

(3
.

1 4 )

位移向量的第k,

g = (全
, 。一 云, 。

)
: , r = (万

, 。一些。。

)
* , s = (些

: 。一 五‘。)
: , 才= (云
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)
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一
+
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一
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:

c

一
+
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、 n
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, 二 么
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、
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; ,
刀 = 犷‘个气户 头

趾 七 , ‘份 ‘, 才乙 La ‘a 了) )
,

二
二

夕 . 孟

由区间数的乘法规则
,

得
e o v (

“, , 。,
)

,
一 [m in {A

,

B
,

C
,

D }
,

m a x {A
,

B
,

C
,
D }」

(k
,

l~ 1 , 2 ,
⋯

, n
)

对任一单元 k
,

应变砂的几水平截集为
:

时~ B戈时

分别将
。
度

、

B 支和心在随机向量 q 的均值处展开
,

此时 B 雳
、

时 展式中系数是已知的
,

式中各系数待求
.

将这三个展式代入式 (3
.

I G )
,

按 区间数乘法运算
,

记

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

而 吐 展

一{刀
。
“

。

+
石‘

夕
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一
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移
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下
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. ~ ‘ J 一
鑫
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.
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几舌、
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产

.

Jaa
、,声矛
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J
劫一一Bq白+.

J叭石
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乙 乞川同
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别
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。
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。

。
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氢
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。
一 + ”

!

一 ,
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琪妙
。

一 + 2”。一+ 2”, 一 + ”, , 一 , 一aj
}{

则。生= 笼〔旦
1 , ‘:

〕
,

〔全: ,
。,

」
,

·

,’ ,

〔些了
, ‘了」}生的第 j个分量

.

由下式决定
:



模糊随机有限元平衡方程的摄动解法

〔口, , 吞, 〕孟= [m in {e i , , e , 2 , e 3 , , e 4 , }
,

m a x {e i , , e Z, , 。3 , , e 4 , }j

(j一 1 , 2 ,

⋯
,

f
,

f为单元应变分量数 )

于是第 k单元应变均值的入截集为

(3
.

1 5 )

二 几
(二)一

{e0+ 琪条
“(一 )

,
石。

+

琪条
“‘
一 ,

}: (3
.

1 9 )

第寿和 l单元应变协方差矩阵的几截集为
e o v (

e气。‘
)

: 一E 〔(‘
, 一E (。

。

)
, 。* 一 E (全

。
) ) ((梦

: 一E (“) )
, ,

(“一 E (至
: ))

,

)〕
;

应变取一阶近似
,

并记

Q (
e
) = {全。

。一 西* 0
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R (

e
)= {百, 。一 壁。。}

*
、

S (
e
) = {宣: 。一 。: 。}了

,
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e
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。一旦: 。}歹
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·
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l户感
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, 了E (
一

)
{
几

B ‘
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·
, ? (· , +

〔户感
:

一T
, , E (一 )J

:

C‘·, 一 R ‘
·, S ‘

·
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〔户感
百。 , ‘: T

, J尸(一)〕
*

D (
·

, 一R ‘
·

, T ‘
·

, +

!户感
。

一不
, , E (一 )〕

:

(3
.

2 0 )

!⋯
.../

则 c o v (
。舌 , 。 ‘

)的第P行第 q 列元素为
e o v (e气e ‘

)炙
“

= [ m in {A (
e
)

, 。 ,

B (
e
)

, 。 ,

C (
。
)

, 。 ,

D (
e ) , 。}

,

m a x {A (
e
)

, 。 ,

B (
。
)

, , ,

C (
e
)

, 。 ,

D (
e
)

, 。}」 (3
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2 2 )

对任一单元 k
,

应力尹的凡水平截集为
a 生~ D 支

。
交

将 时
,

D 全
, 。
重在随机向量见的均值处展开

,

代入上式便可求得毗展开式中的全部系数
,

其

结果相当于在式 (3
.

1 7 )中将B 换成D
、

将 u
换成

。,

然后在式 (3
.

15) 中将
。
换成a 即可

.

为求第k单元应力均值的之截集
,

只须在式 (3
.

1的中将
。
换为 a ; 为求k和 l单元应力协方差

矩阵的几截集
,

只须在式 (3
.

2。)
、

(3
.

2 1) 中将
。
换为。 ,

不再赘述

上面给出的都是有关量的几截集
,

根据模糊分解定理
,

取一系列几(o < 几簇 l) 值计算
,

便

可得到位移
、

应变及应力的均值和协方差
,

它们都是有界闭模糊数
.

四
、

结 语

1
.

本文研究了当结构材料特征
、

几何特性及载荷特性 中的某些参数取值具有模 糊 性
.

而其概率为清晰值时
,

结构分析有限元平衡方程的解法 ; 推导了求节点位移的递归方程组 ;

给出了求位移
、

应变和应力数字特征的计算公式
.

分析表明
,

模糊随机有限元是随机有限元

和模糊有限元的推广
.

2
,

由于本文采用了将随机区间方程转化为普通随机方程求解的方法
, 因而 当具有多个
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初始模糊随机参数时
,

其处理方法与普通随机有限元法
〔‘J
中处理有多个随机参数时的方法基

本一致
,

不存在质上的困难
.

.

3
.

本文所给求解随机区间平衡方程的算法
,

从有限元的角度去看是准确的
.

所给算法

易于程序化
,

’

主要计算量在于求解递归方程组
,

在实际计算中应合理调整设防水平入
,

以尽

量减少计算量
.

[ 1 ]

[ 2 ]
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