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关于一个轴对称弹塑性扭转问题

杨孝平
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李光耀
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�徐次达推荐
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� �� �年 �� 月�� 日收到
,

�� ��年 �� 月�� 日收到修改稿�

摘 要

本文讨论一个轴对称的弹塑性扭转问题
�

利用惩 罚 法
,

反射边 界
,

� ��� ��
�
�� 估 计 和 逆

� ���
� � 不等式

,

通过研究相应的具有混合边界条件的互补边值问题
,

得到了解的正则性
�

关键词 互补边值问题
·

惩罚法 � � � � �� �� 估计 正则性

、

引 言

机轴的弹塑性扭转是一个经典的力学问题
�

六十年代中期变分不等式的创立使这方面的

研究变得相当活跃和 深入
�

这类常截面问题的研究已相当完善细 致��
。 ,
“ ’�

� � � �� 首先研究

了变截面的旋转对称机轴的弹塑性扭转问题应力函数解的存在性
,

唯一性和正则性
,

其中有

两个基本假设
�

��� 生成机轴的母线是�
“

类单 凋曲线
,

��� � 所谓的
“

条件�
”

成立 �见〔�〕中

定理�
�

��
�

之后
,

周叔子
�’弓’研究了母线是一般的分段连续可微函数时应力函数 解的存在性

,

唯一性
,

证明了在� � � � � � 条件下
,

� � � � 一� 注� � � � 原理对此问题成立
,

严 格地论述了此

问题本质上是二维问题
�

本文用不同于 〔�」的方法
,

不假设
“

条件�
” ,

在带梯度约束的椭圆边

值问题的提法下
,

证明了〔�〕中所述问题的不
“,
“
�

正则性
�

我们指出
,

解的正则性不但是解的

重要性质之一
,

而且是数值分析的基础
,

加上变截面 问题的研究较常截面问题出现了两个主

要困难
�

一是变分不等式系数中出现了高阶退化项
,

二是若考虑相应 的障碍问题
,

障碍非光

滑
�

所以这类问题的研究无论是在理论上还是应用上都很有意义
� �

二
、

力学问题与数学表述

对长度为� 的理想弹塑性匀质旋转机轴两端加大小相等方向相反的扭矩 丸
力分布

�

这个力学问题可表述为
� ‘奋’�

求应力函数
�〔�� �石�。�

“

�。�
,

使得
�

�� 。 �� �戏 �于口� �� 为给定的常数 �

在口门 ���
, , � ��� ��’�� �� 吞

� 至�中

求最终的应

��
�

��

南京理工大学
,

湖南大学
,

长沙

贵州大学
,

贵阳

南京 � �� �  �

��� �� �

� ��� � �
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,
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厂
。
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求。。任� ,
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�

� �无解
,

若 �� 为
。,

问 题 ��
�

� �有 唯一解
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其中 �
。

定理�
�

�〔
� ’
若取 �

。

� ��
�

���一 �� ��二〕
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。。� �二 �� 〔口, �� � �� �

。

���中

有
�

�
。� � �、“

。
·

� , � � 一 � � , 〔� 护��
无。� �
�

。。

�� � 。, �
〔�

�

自� 刃 ��
。。� �

�
“。一� 二

” 。,

其中
。 。

在习。��  
上解析

.
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苦
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1�
U
�
U

/.‘/.、
‘矛.、

由【3] 中的定理4
.
3和【14〕中的命题7

.
2及定理8

.
3 ,

我们今后总作k> k
。

的假设
.

定理2
.
3 。。

=
m

a x
{
“ 。 ,

0
} 》0

.

三
、

辅助问题和惩罚问题

我们构造函数月
.
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e
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, ‘.
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t
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用> o )如下
:
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考虑下列惩罚问题

.

、!!、‘!J
口于

一

军命(寺 会)
一”

。 。

“v二”一“
“

“’+
““

一“

( 3
.
3 )

。:
}厂石

二

其中 r 石~ 刃h
:
n 石。

为了研究(3
.3)

,

求 吠任盆
,

使得
:

~
,

日“
.
1
,

’
“D, “·

Ir

l

= T /
““ ,

借淤}
。 ,

一。
。;. ’I’ ;

r 二= 厂:n 吞
.

引入如下辅助问题
:

l
。。

寺
·

v
·,

·

v ‘
一
:, “一l。

。

其中 尤二 {”〔H
‘
(。

。
)
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J
r
。 ,

=
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[ 刀
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(
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。〔K ) (3

.
4)

”
f
r
:
= T / 2

二
}

刀
. , 。o

(
。二(V
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.
) ) ( V P 〔R

.
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首先
,

类似于〔6〕中定理9
.2的证明可得

:

引理3
.
1 设口是R

”

中有界区域
,

a 口一厂节U r 曹
,
厂犷自厂言= 功

,

算子

Q “二 a‘,
(

% ,
V

u

)
D

‘, u
+ b (

、 , u ,

v
u

)

。 , 。〔e
。
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Z
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其中

( i ) 算子O关于
。
是椭圆的

.

(11 ) 系数b(x
, : ,

P
) 对每个(戈

,
夕)〔口只 R

件

关于
z
是非增的

(111) 系数
a‘, ,

b关于P在日 x R 又 R
”

中连续可微

(iv ) 在口中Q
。
> Q

。,

则在口中。《。
.

口
(” 一“

) J r
, ,

簇0
,

.

丽
一
(
口 一u ) {r

:‘
=

o
,

为了明确起见
,

我们给出如下定义
,

定义3
.
1 称气是问题 (3

.
3)的一个弱解

,

若
“
天尤且满足

:

f 。

a
移。

a o t

,
。

、。
。x 万

“

丽
’
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‘
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,
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。
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户二
;O户二

: (见图 1)
.

在舒中定义函数。如下
:
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。
~ o }

.

。石
,
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。
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,
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,
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大
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“
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x
:
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。

)
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(
劣
) ~
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图 1

注意到。〔H
‘

( 礴)
,

通过计算可得
.

引理 3
.
2 问题(3

.
3)之弱解

“ 。

在舒中按(3
,

6
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。
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下面我们来讨论辅助问题(3
.
4)和惩罚问题(3

.
3)
.

引理3
.
3 变分不等式 (3

.
4)存在属于C0 (石

。

)
n C

“
( 。

。
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,
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}
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证明 为了方便
,

今后在不引起混淆时就从刀
。,

刀
。 , 。 , u

。 ,

衅中略去气

由标准理论
〔。’,
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,
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的解存在
.
这就定义 了一个映射T
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~

u 言

注意到刀。的有界性
,

应用先验估计 (在厂 ;
_
仁应用引理 3

.
2化为内部情形讨论)

,

可 以证

明算子T 是连续致密的且将K 变为才中的有界集
,

故由不动点原理可知
_
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,
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若取q = 奋> 1,

从(3
.
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,
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u‘
}{万

‘
( 。) 与。无关的一致界

.
引理证毕

.

要讨论 (3
.
3)解之存在性还要证 明下面的

:

引理3
.
4 问题(3

.
4)之解俨〔H

‘, ”

(
口

。

) (某个P > 2)
,

且存在一个与m 无关的常数
‘,

使

得
:

】】“仍 {】万
,

,
‘
(。

。
)
(

c

证明 考虑(3
.
4)的等价弱形式

l
x ;
3v u“

·

v
o

J

二+
l

(
一刀

。 。

(

·

)
+

。u 。
)

·

。J x = 。 ( v 。〔万合(。
0
\r ;))

J口。 户
9

0

(
3
.
2 1

)

(
3

.

4
)

设互是B
::仁口

。

上的光滑截断函数
,

在B :上亡一 l
,

取刁= (
。仍 一 。鉴)

·

雪
Ze x p [才lu 饥 一 u呈l

“

]

其中
“奚~ J凡“tn

d x 二

引理 3
.
3进行估计得

,

(

。

tnd
、

八
_
、x

,

注意到刀
。 , 二的构造

,

对固定的
。,

取充分大蒯
,

应用
砂
B 及 / 护

B 左

l

。 ‘v 一 ‘
2
“·簇渝

一

( }

。2* ‘v ·叫
。
“·

)

“‘“

+
·
R
Z

{

: : :

} V
u “

1
“
d
x

(
3

.

2 2
)

其中 q一
2路

云耳万
, 这儿应用了S o b o lev

一
P o in e a r 亡不等式

.

下面给出边界估计
.
先考虑厂石附近 的点

,

设B R
。

是R
Z
中的一个圆且 B R

。

n 口
。
笋叻

。

对 x0 〔

丑:
,
尺< 粤di

。t (
二。 , 。刀*

。

)

,

有以下三种可能
:

一
‘ , ’

一 、 2
、

一

“ 尹 一 一 “ z 尹 ’ ‘ ’

‘
” 一

’

“
’

~

.

(

一) B
。, z :

(
% 。

) 自口
。
= 小

,

(
2

)
B

3 : 2 2

(
x
。

) 自(B 刀
。

\ 口
。

) = 小

(3) B
s:/:
(二

。

) 门口
。
笋 小

,
B

。: / :

(
x
。

) 自(B 刀
。

\
口

。

)
铸 小

.

考察情形(3)
,

在 (3
.
14)中取 刀一 (俨 一 u 。

) 占ex p [t {
。, 一 u 。

1

“

〕
,

其中 省〔C 丢(B
3:/2
(%

。

) )

,

二

二 1于B
:
(戈

。

)

,

从而通过计算可得
.

省一
‘ “

一 n
“” “/ ’

~

” lJ

一 ~
厂 ’

一
J ‘’“ .

于凡IV
u叫

“
d
x 簇
c{(;刀

2: 。口。

{ V (

。仍 一 u 。
) }

“
d
二
)
“‘q

+ 于刀
2* n 。。

(
1
+ { V

u 。

l )

“
d
x
}

为了证 明本引理
,

这里暂时延拓
““ , “。

于B ZR
:
自口

。

之外为 0
.
定义 函数 斌x)

,

f ( 劝 如

下
:

IV u叫 “
(
x 〔B 尸

。

自日
。

)

,

0
(

x 〔B RO \口
。

了“ , 一
{

( 1+ IV
“。

! )

“
(
% 〔B 刀

。
门口

。

)

0
(
x 〔B 刀

。

\
口

。

)

从而对任意、〔。:
,

* < 冬di
st(二 , 。, * 。

乙

于刀
*(x )9

2‘q
d
万《
e{(于刀

2*
(
二
) g d x )

2 / q
+ 于刀

2;
(
二
) 于
2/qd x} (3

.
23)

对 (3
.
22)(3

.
2 3)应 用〔5」中的逆H old

er不等式和有限覆盖定理
,

并注意到应用引理 3
.
2

类似可得(3
.
23)对厂

,

和r 孟附近的点也成立
,

最后得到
:
〕P > 2

,

(
}

。。

‘v ·叫 ·“·

)

” ·
(

·

{ ( l

。。

,v ·“ ‘
“
“·

)

“ ’
+

(
}

。。

“+ ,v 一 , ·, “·

)

“ ’

}

其中
。与m 无关

,

至此可知本引理为真
,

证毕
.

下面我们可 以证明
:
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定理3
.
1 混合问题(3

.
3)存在属于C0 (石0) n Cs (。

。

u r 二)的解
.

证明 由引理3
.
4,

利用s o b o le r紧嵌入定理可知 {
““

}在C
,

( 口
。
)中致密

,

从{
“饥

}中可选出子列 (仍记为
“
哟 使得

:

lim
。,

=
u

( 在C
,

( 口
。

) 中)

结合引理3
.3 ,

(
3

.
2 4

)

饥 一)
c ‘,

l i
m

“拼
=
“

价~ > 。j

( 在H
‘
(口

。

) 中弱收敛意义下 ) (3
.
2 5)

又由于刀.在L, (口
。

) 中有界 (见 (3
.
12))

,

所以至少可选取子列使得
〔‘’,

l i
m 刀.

0
(。
2
(V

。“
)
“一 k

Zx盆)= 拼 (在测度空 l’ed 拼(口
。

) 中)
价.)

C哎,

从而 lim
” s饥

~
) 的

: u p 、 x;
8·

I
v

(

“, 一 “”
) j

Z
d

x

《 lim 万、
_ [一刀, 。

(
。 “

(
v

u 。
)
一 k

“二尝)+ 夕
二 。

(
。2 (v

u ·

)
一 k

Zx
; ) ] (

“。 一u ·
)、二

价
, ”

.
) 囚 “ 三Jo

一l
。。 ,

·“

一
”

,
Zd X

}
一”

这样可得
, ““

在H
‘

(
口

。

) 中强收敛于
“,

所以

lim 刀
。o

(
。2 (V

u 仇
)
一 k

Z义里)= 刀
。

( 】V
“
}
2一 k

Zx盆) (a
. e .于口)

ft一卜。。

这儿用到了刀.
。

(
。 “

(
V
。
司 一 k Z心)是等度可积的

.
进而

,

l i
m 刀.

0
(。
2
(V

。。
)
一 k

忿
x 全)= 刀

。 o

( }
V

o

l

“一 k
Zx ; ) (于L

,

(
口

。

) )

协 - )
‘< 〕

故我们得到“是下列变分不等式之解
,

求
“〔盆门C

。

(
口) (V

。〔盆)

、
二
;
3
v
。

·

v

(卜
。
) 。
x +

(

_
[一刀

。

( I
v
。
}
“一 几

“
x 盆)+

。u
]

·

(

v 一 u )、
x》o

J幻。 ‘

9
0 )

(
2

.

2 6
)

注意到 凤任C
Z,
类 似于引理 3

.3 的证明可得 (3
.30) 之任一有界解属于 Ca (口

。

U r 孟)n

c0 (口
。

)

,

又因为(3
.
26)存在连续解

,

综合上述 两点可得古典的混合问题 (3
.
3)在Cs (。

。

U r ; )

n
CO (口0) 中可解

.
定理证毕

.

设区域T h
:
~ { (x

;,

朴)〔口
, 。< h

:
< 大2

< h
,

}

,

取(2
.5)之解

。。,

考虑边值 问题
:

A 。
之+

。。
仁二0

u
全}ar、

:
一 “。

( 在: *
:
中)

}
(3
.27)

定理3
.
2 问题 (3

.
27)有解

。
七〔C

Z
(夕

。
) 门C

Z
(T

。
)

,

且

“
亡一心

·

毗
,

其中叶满足
:

加 :颧
2
黔
+5
斋一

“·“
(3
.28)

、、J‘产
nU

一一

”
l !
。: *

2
一0

(11 ) 存在与
。,

爪无关的常数
‘
使得

:

I“全(x)}《
c
(V x〔犷*

:
)

IV “七(x) }簇kx兰 (V x〔T 丙
2
)

对适当小的h
:
成立

。

(
3

.

2 9
)

(
3

.

3 0
)

证明 问题(3
.
25) 解之存在性显然

,

由于
。。

有界
,

利用极大值原理
:
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}。全(%)《 m ax !
。 。

1《
c

, 臼T人
:

通过作aT h
:
上算子L 与时的闸 函数

,

(

c 与e
,

h
Z

无关) (3
.31)

可得
:
}V 。忿(x) {(

c
(大〔。T *

: , e 与。,
h

: 无关)
.
又

由于
,

日3”全
a对 口xl

+ 5翼其
一。二

:

其
一 。

O 不2 0 X I 一
O X

I

对a
。
全/axl 应用极大值原理

:

(s.跪
2j

~
巫生l
l 口x ,

!

( m
a x

戏a介
!影{

、
·

‘
·与一 “

2
无关, 3 2)

_ ,

一 口”全~ n
__ __ _ , _ : __ 甲

卜

_ _

,
*

. , .

_

、 ,

一
, ,

~ 。 _ ~
, ,

l
a
”妇

阿丁而不丁用 。以
’

1 1 吕 ‘以11 仪均 刊粼 出共天士
￡, n 时一双齐

.
争头上

,

令夕~ 卜飞龙牛}.乃 乙
」

I u 八2 1

。二 ‘一2。全
, 二:

·

”
全

, x Z二。

。二‘二

一2(
。
二

,
x : 二 ‘

)
“
+ 2 ”要

2

口刀

a 为
。

,

v

全
, 、: * .x ‘

一

(

i
=

1

,
2

)

这儿 ”二 ,
=

若
”
在执〔T 从内达到最大值

,

则在x0 点
,

。、 = o (吞一l
,

2
)

L
”
《0

由此秘用 (3
.
25 )

,

将
。、 . ,

从而综合上述推导得
:

} (3
.
33)

奴
‘x ‘
代入(3

.
33)通过计算得

,
一

在 x
。

点!此
,

x :

l (

‘
(与讼

,
h 无

iv 。全}《
c
于T *

:
(
c
与

。,

万无关)
.

另一方面
,

若
“
悠是(3

.
27 )之解

, 。
全= 石

落“
三就满足 (3

、

3 3
), 由 吐 (x) 与 V 吐 的一致有界

选取适当小的h
,

就可得 (i 1)
.
至此定理3

.
2证毕

. - - 。
-

不难证明由(3
.
3)之解

u 。
和 (3

.
27)之解毗定义的函数

关性

(火〔口
。

)

(
二〔T h

Z
U r 乙)

翻邸
了,、‘

一一X“

属于C
。

(
口

。

U T *
:

) 自H
‘, 2

( 口
。

U T
o
Z

)

.

从而对适当小的爪
, “ 。

是
,

A
。 。

一刀
。 o

( { V
。 ,

}

“一秃
Zx 璧)+

。“
。

二o (于口)

。
,

_

口“
。

l

“ ‘

’”几
2\r 。‘

一“ 。’ “’

‘厂‘

一 ’ / 艺汀
’

丽l
二 ; 一O )

(3
.
34)

的H
’, 2

( 口
;
)弱解

,

其中口
:
二。

。

u T
h

,
u 厂石

,

r 公~ a口
;门厂

:,
厂了二{ (x

;,
h

Z

)
‘口}

,

类似子定

理(3
.
1) 的后半部之证明可得ua 〔C

“
(。

。
U T h :

U 厂公U r 石)n C
“

(百
;).

一
、

、

一
、

-

四
、

梯度的一致估计

本节将给出惩罚问题(3
.
34 )的解之梯度的一 致界

巧
『 6 」汇” 〔‘2 , .

利用引理3
.
1和 (3

.
3)

,

通过作闸函数可得
:

引理4
.
1 存在与

。
无关的常数自 , 勺 ,

使得
:

o《
。 。

(

x

) (

c ,

(
x 〔吞

, ,
o

<
:

<
一)

采用的方法是所谓的 B er n st 以n 技

(4
.
1)
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}V
。 。

(

x

) } (

c :

(

二任厂毛U 厂:
,

o
<
。
<

。。

<
1
)

下面证明
:

引理4
.
2 存在常数几使得

:

}V “
。

}《
c3
(V x〔习

, ,
0

<
。
<

e 。
<

l
,

某个
:。

)

证明 为了方便在证 明中省去下标
。,

作辅助函数
。二 {V 川

“

+ 加

”二 ,
= 2 “二。

·

“x 。
·

二 ‘
+ 久“

二 ‘
( k

,
‘= 1 ,

2
)

。, ‘二 ,
= 2 。二。二 , 。, 。, ‘

+ 2 。二 , ‘。。二 ;x ,
+ 几。

二、, ,
( j = l

,
2

)

对方程 (3
.
34 )分别关于x

:,

戈求导
,

A
o x , 一刀

‘o

( I
V 川

“一 k Zx 尝)
·

( }
V

u

}

“一 k
Zx 尝)

二 :
+

:
崛
:
= o

665

(4
.2 )

(连
.
3 )

(几> 0 待定)
.
这样

,

(
4

.
4

)

(
4

.

5
)

A

一
”
/。
‘,v

·‘
2一““/ , ,

·

“v
· ,

2一“ZX ,
、

,
二2
+

·

一青一
+
资一

设。在二。〔石
;上达到最大值

,
一

则有三种可能情形
. 「 ‘

卜

l

“

点x0 〔口
1,
那么在构点

,
-

(
4

.
6

)

(
4

.

7
)

。 ,
~ o

( k =

a /

丑”= 一
-二一

- . 戈万“

d X ‘ \ 知川
1, 2

)

(
4

.
8

)

从而 由(3
.
34)

,

(
4

.
6

)

,

(
4

.

7
) 和 Y o u n g 不等式得

:

o( A
”

《刀
‘ O

(

·

) (

一 2几!v 川
2
+ C Iv “ ]

2
+

c
) +

c u
二
:+ 几刀

。

(

·

)

由刀(t)的凸性可知刀(t)( 刀
‘

(
公)

·

才 仕任R )
.
不妨假设刀

‘。

( I V
。
}
2 一 几

2义盆)> 1于 x
。,

否则可

推
。的界

,

则
,

0
( 刀

‘o

(

·

) (

一 几{V
u
}
“

+
c
} V

。
}
“

+
c

)

即 川V川
“

(

‘】V 川
“

+
。

(于为点)
.

所以取几充分大
,

就得在拘点 1V ul
“的一致界

,

进一 步得到
。
在x

。

点的一致界
.

2 。 点x0 任厂; = 厂 ;
:n 厂 ;:

.
此时应用引理3

.
2 ,

可以把叽转化为内点而得到在x0 点沙的一

致界
.

3 。 点x0 属于。石
,

的其它点
,

用理3
.
2和 4

.
1即可得 (4

.
3)
.

综合上述各点知 (4
.
3)确真

.
引理证毕

.

五
、

W

“
,
”,

W

“
,

OO 估计与应力函数

引理5
.
1 存在与

e
无关的常数 q

,

使得

IA 。
。

(

二
) ]《

e‘
(
口二) (V x〔口妥c c 口

, ,
o

<
。
<

。0

) (
5
.
1 )

从而对 1《P < OO
,
口; c 仁口

1,
有
:
几

11
“·

{i
万
2,

沈(。
:,

) 《
c
(p

,

。全) (O<
“
<

“。

)

.

(
5

.

2
)

证明 为了简便在证明中省掉
。: ,

刀
。

中的下标
。 .

作辅助函数犷= 占
“

·

刀
。

(]
v 川

“一 矿心 )’, 其

中占是在a口
,
附近为o的光滑函数

.
从而

,

F
二 ,

= 雪
“

·

刀
‘o

(

·

) (

Z

u 二。
·

u 二。二 ‘一 (壳
Zx 盆)

二 .
) +

2 舀、 ‘
·

刀
。

(

·

)

犷二
‘、 , 一占“刀

” o

(

·

) (
}

v

u

}

“一 k
Z% 共)

, ,
·

(
J

v

。
}
“一 k

Zx罗)
、,

+ 舀
2
刀
‘ o

(

·

)
之
一

(
2 。

、。二 , “二。、 ,
+ Z o x 、。、、、 ., , 一 ( k

Z二尝)
二。、 ,

)
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+ 2雪占二 ,
刀

, o

(

·

) (

2
。、、·

u 二* 二: 一 ( k
忿
x 璧)

二 ‘
)

+ 2 省
·

省二 , ·

刀
, o

(

·

)

·

(

2
“x *

·

“翔二 , 一 (k
Z劣尝)

二 ,
)

+ 夕
。

(

·

)

·

(

2 省二 .舀二 ,
+ 2雪

·

君x:x ,
)

由方程 (3
.34)

,

扩只
u二犷 一蹭“

·

u
,

所 以 省
ZA “, 二厂、 + 省刀加 (k o l

,
2

)

,

其 中 此
。

E
o g D

a u ,
J

g 有界
。

L
‘ 么

若在x0 任口
:
处达到最大值

,

则在两点
,

‘

犷二、
= o

( k =
x , 2

,

以犷》o)

从而在执点
,
应用引理4

.2 ,
可作如下估计

:

O《A 犷- 一x ;
”厂二‘二‘十3

·

x

;

‘ ·

厂二 :

二 一 二
;
3
省
2
(刀

‘。

(

·

)

·

( I
v

u

}

2 一 k
Z‘尝)委

‘
+

c
·

夕
。

+ 刀
, 。

(

·

) {
一 Z X ;

3舀Zu县
*二 :

+ Z u 二;雪2(一x ;
’

·

“、二 ‘二 ‘
+ 3 x ;

‘“二:二。
+

c u 二。
)

+
c君

·

}
V

““
1 +

e
}

由于刀是凸的
,

刀(t)《t刀
,

(
t

)

,

所以
.

o《刀
‘O

(

·

) 蔺一 2义;嗜
’ ·

{
v

Z 。
}
“
+ Z o x *

·

省
’

·

A
(

“,
) + (省

2·

}
v 、I+ c圣

《刀
, o

( 小{一 Z
x ;

“雪
“

·

I
V

“。
J
“

+
c

·

雪
·

{
V

Z
o

J
+

。
}

从此推得梦
·

}
v 、}

2
《
c, : 与。

无关
,

故得厂《
。 . 弓I理证毕

.

进一步类似于文〔12」中定理的证明可推得
:

引理5
.
2 存在与

。
无关的常数

c。
( 口

‘

)

,

使得
,

}{ V 、
。

口‘OO (。
‘
)《
c。

(口
,

) ( V 口 ,
c= c= 口:)

下面我们证明关于应力函数的

定理5
.
1 经典问题 (2

.
1) 、(2

.
4)有唯一弱解

“任H
“

(
口厂 ,

) n 附称罗 (口 U r
: U r o)

,

“〔C ‘
(吞\r

:)自C
‘, ’

(
。门r :)

,

这儿。r
:
c= 二吞\r

:

证明 我们 先证明下列边值问题的解是存在唯一 的
.

(5
.
3)

m aX { 一 A 云
,

1
V .

}
一 k x 里}二o (在口

,

中)

_ . _ ,

,
,

_

口石 }
“ , r 。

=
“ 。, “ , r l

=
‘ / ““

,

万不 I
r :, “ 0

)
(5
.
4 )

事实上
,

由引理4
.1 ,

在C (习
:
)中

在C (口Q 中

4 .2和5
.
2 ,

3
0 . , o和函数。〔C

。 , ‘
(心

‘
) n 不礼留(。

:
)

,

使得

份巴。

=
材

“e m , 劣考
、

=

“盆‘

(
5
.
5
)

(
5
.
6
)

在牙钻舒(口
,

) 中
,

l i m

价- > 。。

u 。
, .
二 , 二 ,

= 云二 .二 ,
( 弱收敛 )

(i
,

j

,
m

~
l

, 2
,

) (
5

.
7

)

由引理5 一
,

刀
e。 o

( }
v
“。

l
“一左

Zx盆)是局部有界的
,

利用 !v 反 {和 V
u。。的连续性及刀

:
的结构

,

可以推得
,

在口冲 {V
反
}
“

《k
Zx尝 (5

.5)

又由于 一 A “.

(
0于口

:
得
:

一 A “《O (a
. e . 于。0

,

(

5

.

的

若对执〔口
, ,

} v 侧x0 )}< k对
,

注意到 !v 刻和函数g = k心 的连续性
,

可知必然存在 x0 的



关于一个轴对称弹塑性扭转问题

某邻域N (执)
,
使得x〔N (戈)时

,

} V .
( 劝 }< k心

.
从而由(5

.6)
,

就有充分大的 m0
,

使 m >

m 。

时
,

! V
“ 。。

( x) ! < 寿心 (V x〔N (x0 ))
.
这样

,

通过极限就有
:

A 厅(大) = o
(当大〔N (x

。

) 时) (5
.10)

综合(5
.
8)、 (5

.
10) 就可以断言 。〔C0

, ‘
(打
;
)自不九罗(。

,
) 是 (5

.
4 ) 之弱解

.
再利用引理

3
.
2可得云在边界厂二上的正则性

,

即云〔C
’, ‘

(
口
;
U r 了)

.

下面来证明(5
.
4 )的解之唯一性

.
设云和公是 (5

.4)的两个不同的解
,
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a x (公一司> o

’
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令
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=
公+ (
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云
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二
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,

其中
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则
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选取适当的
r
使得见拜x
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》p/ 2
.
作函数 犷(劝 ~ ae x p (bx
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‘2 0
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)

若
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+ 犷在扩〔口
。

上达到非负极大值
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贝玲有两种可能
:
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V
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o《lim ess su p !(
: 一 1 ) A 公+ A 厂)< 0
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得出矛盾
,

情形 (i) 不可能出现
.

(ii) 妙〔厂公
,

此时应用引理3
.
2 ,
可将(ii) 化为 (i)

,
所以 (ii )也不可能成立

.
总之 (5

.
4)

之解存在唯一 现在来延拓(5
.
4)之解使之成为(2

.
1) ~ (2

.
4)之解
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事实上
,

由理 3
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2和本定理的前一部分的证 明可知

,
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至此定理得证
.

(5
.26)

注 对于障碍问题或约束变分问题
,

我们一般不能期望解属于C
’ ,

从某种程度上讲 Cl
, ‘
正则性是最优
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