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摘 要

规范形理论是研究非线性动力系统退化分岔的强有力的方法
.

在本文里我们利用共扼算子法

计算了具有幂零线性部分和不具有Z : 一对称性的非线性动力系统的 2阶
、

3阶和4阶规范形
,

讨论了

几种余维3退化分岔情况下的普适开折问题及其一些全局特性
.

关铂词 非线性动力系统 共扼算子法 3阶和 4阶规范形 余维3退化分岔 普适开折

一
、

引 言

为了研究非线性动力系统在高余维数 (》 3 )退化情 况下的动态分岔问题
,

我们 需要计算

非线性动力系统的高阶规范形
.

最近二十年里许多科学家对于规范形理论的发展做出了非常

重要的贡献
,

例如A r n o ld
『
” ,

B o g d a n o v 〔“ , “’,

B r u n o
『魂〕,

C h o w 和H 玩le 『
5 ’,

C h o w 和

W
a n g 〔“’,

C u sh m a n 和 S a n d e r s 〔7
, 8 〕,

C u s h m a n 等人
r
O J ,

E lp h i e k 和 Io o s e 等 人
〔‘。3 ,

G u e k e n h e im e r 和 H o lm e 。〔‘” ,

R a n d 和执r m b r u s七e r 〔‘2 〕,
T a k e n 。「’3

, ’‘ 3 .

同时一些研

究者利用规范形理论和普适开折理论研究了非线性振子的余维 2 退化分岔和全局分岔
,

例如

H o lm e s和R a n d 〔’“’,

H o lm e 。” 6 ’,
B a ja j

〔‘7 , ‘“〕,

S h aw 等人
〔‘。’,

N a m a e h e h iv a y a t Z 。」,

张伟和霍拳忠
【“‘一““’,

陈予恕和徐鉴
「“‘J .

关于余维 3和余维4 退化分岔的研究也 已经获得了很

大的进展
.

D u m o r tie r 等人
〔“5 ’
研究 了余维 3尖点型奇点的退化分岔

.

在〔2 6〕里 D u m o r tie r

等人研究了余维3退化分岔和鞍点型奇点
、

焦点型奇点和椭圆型奇点的开折
.

D u m o r tier 等

人〔“, ’
利用M a cs y m a和M at h e m a 七iC a程序计算了二次系统的高阶规范形

,

并且研究了平面

向量场的余维 3 和余维 4退化分岔
.

由E lp h ic k 和 I。。 s e 等人
【’0 ’
提出的共扼算子法是计算规范形的三种主要方法之一

,

另

外两种方法是矩阵表示法
〔“

, “8 ’以及C u s h m a n 和S a n d e r s ‘7 ’提出的 L ie 代数中的 。l(2
,

刃)

表示论法
.

在计算高阶规范形时
,

共扼算子法与矩阵表示法相比
,

其优点是不需要重复计算

高阶矩阵和代数方程组
,

因而计算工作量可 以相对减少一些
.

在文献 [ 2 9」中
,

我们利用矩阵

表示法计算了具有2
2一对称性的非线性动力系统的五阶规范形

.

在本文里
,

我们研究不具有 2
2 一对称性的非线性动力系统

·

国家自然科学基金资助项目
.

1 天津大学力学系
,

天津 3 0 00 7 2
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九 ~ 从 + E
“ I孕

’拼J + 乙 乙
“
{今’脚。 十

J . 1 ‘一 l 了. 1

乙
“ ‘,
对川

玄+ 了. 2

(一 1)

* : ~ E 句兮
’拼, + E E 司专

’脚为 + 乙 如川别
公二 I J二 1 落+ 了二 2

这里 E 吸声l侧 ~ 丙
。

对 + “ 1 1

xl 、 + “。2戒
,

其余的类同
,

并且所有系数均为实数
.

‘+ J二 2

当拼, ~ o (j~ 1 , 2 )时
,

系统(1
.

1) 的零解有两个零特征值
,

即系统 (1
.

1) 的线性部分是幂

零的
,

我们有

A 一D
二

X (x) l
二 一 。

~ (1
.

2 )
吸 0 O J

下面我们利用共辘算子法计算系统 (1
.

1) 的 4阶规范形
,

并研究几种余维 3 退化分岔情况下的

普适开折问题及其一些全局特性
.

二
、

含有参数系统的规范形

这一节我们讨论含有参数的二维动力系统

* 一x (二
, 。
)里竺些刀 (。) + (H + 姓 (。))二 + 了

2

(
、
) + j

3

(x ) + f
‘

(x ) + o (一二 j
“

) (2
.

1 )

的规范形
,

这里
x 〔皿

2 , 拼〔!R
“,

f
七
(x) 〔H 全(k 一2 , 3 , 4 )

,

H 雪表示所有在扭
“

上的 k次齐次多

项式组成的线性空间
,

王矛、.二一乙口.......t
G 全王

B (拼)=

, 拼 : a
圣旦

’拼2
1

l
,

A (川 =
,拼 ,

b 杏梦’拼
: l

a
{l

’拼, + a
f孟

’拼:

b盆至
’拼, + b荟l)脚

叫 ; ’拼 ; + 叫 ; )脚

b贷l)拼; + b查兰)拼
:

A是JO r d a n 标准形
.

下面我们给出这一节的主要结论
.

定理 1 对于。〔服
“

的某个邻域里的所有拼
,

系统 (2
.

1)的规范形为

夕= B (拼) + (A + A (拼))g + 夕2

(, ) + 9 3

(, ) + 9 4

(, ) + R (g
, 拼) (2

.

2 )

这里 g 奋勿)任C
七
(掩= 2 , 3 , 4 )

,
R (g

, l,
)= O (}拼 {jg l+ }川 J, }

“ + J拼}!, i“+ ]川 j夕J
‘+ I, J

“

)
.

证明 设近于恒同的非线性变换为

x = , + 省
2

(g ) (宜
2

(, )〔H 至) (2
.

3 )

财有 分~ (I 十 D 省
“

(功 )夕 (2
.

4 )

(I + D 占
2

(g ))
一 ‘

= I 一 D 占
2

(夕) + (D 省
2

(, ))
“一 (D 占

z

(夕))
“+ ⋯ (2

.

5 )

把 (2
.

4 )式和 (2
.

5 )式代入系统(2
.

1 )
,

得

夕= (I + D 雪
2

(, ))
一 ‘分~ [I 一 D 省

2

(, ) + (D 省
2

(g ))
2 一 (D 占

2

(万))
“+ 一〕

x [B (拼) + (A + A (拼))(夕+ 占
“

(夕)) + f
Z

(, + 重
“

(夕)) + f
3

(, + 占“(夕)) + j
4

(刀+ 占
“

(, ))〕

= {B (“) + (A + A (拼))g + f
“

(, )一 [D 占
2

(夕)A g 一 A君
“

(, )〕}

+ {f
3

(g ) + D f
“

(v)占
“

(, ) 一D 占
2

(, ) [f
Z

(, )一 (D 占
“

(夕)A 刀一 A省
2

(夕))〕}

+ f
4

(, ) + D
Z

f
“

(夕)(雪
“

(, ))
“

/ 2 + D f
3

(, )占
“

(夕)一 D 占
“

(, ){f
3
(, ) + D f

Z

(夕)占
2

(夕)

一 D 君
z

(夕) [f
“

(夕) 一 (D 省
“

(夕)A , 一 A占
“

(夕))] } + R (夕
, 拼) (2

.

6 )
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这里 ,
2
(, + ;

2

(, ))一,
2
(, ) + D ,

2

(, )、
2

(y)+告
D

Z

,
2

(, ) (:
2
(, ))

2

f
。
(, + 雪2

(, ))= j
3
(, ) + 刀了

3
(夕)省

2

(, )+ ⋯

f
4

(, + 占2
(万)) = f

4
(g ) + ⋯

R (夕
, 拼) = O (}“11夕 }+ }拼1!夕1

“+ }拼1 }g !
“+ !拼 11, }

4 + !g !
“

)

定义一个线性算子ad 补H 盆”H 委
a d 盖雪

2

(, )= D 占
2

(夕)A , 一 A雪
2

(夕) (占
2
(g )〔H 圣)

.

(2
.

7 )

令 R
“

是
a d万的 值 域

,
C

“

是R
Z

在H ;中的任一 垂直补空间
,

H 呈一R
“¼ C Z ,

设尸 (川 = hZ

(功
+ 9 2

( , )
,

这里 9 2

勿)〔C
Z , hZ

( , ) 〔R 2 .

如果我们选择占
“

(夕)使得a d 二占
2

勿) = h Z

( , )
,

则 (2
.

6 )

式成为 ( 仍用x 代替妇

这里

分= B (拼) + (A + A (拼) ) x + 夕2

(二) + 了
3

(x ) + 了
‘

( x ) + R (二
, 拼)

了
“

( x ) = f
3

( x ) + D f
“

( x )占2 ( x )一 D 占
2

( x ) 9
2

(x )

,
4

( x ) 一 ,
·

( x ) +合
D Z

f
Z

(x ) (:
·

(x , ,
2 + D f

s

( x ) ;
2

(、 , 一 D “2
‘二)‘

3

‘x ,

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

10 )

作近于恒同的非线性变换为

% = 刀+ 雪
3

(梦) (省
3

(刀)〔H 孟) ( 2
.

11)

则有 忿= ( I + D 占
3

勿) )夕
, ( I + D 占

3

(, ) )
一 ’

~ I 一 D 占
3

( , ) + 一 ( 2
.

12)

代入 ( 2
.

5) 式
,

得

夕~ (I + D 省
3

(夕) )
一 ‘分= [ I 一 D 占

3

( , ) + ⋯〕x 〔B (“) + (A + A (拼) ) ( , + 省
3

(夕) )
+ 9 2

(, + 占
“

(y ) ) + 了
3

(夕+ 宜
3

( , ) ) + 尹(夕+ 占3 (, ) ) + R (夕, 拼)〕

= B (拼) + (A + A (拼) )夕+ 9 2

(万) + 了
“

( , ) 一 [D 占3 (刀) A 刀一 A占
3

(夕) 〕
+ 了

4

( , ) + D g Z

(夕)省
3

(夕) 一 D 占
3

(夕) 9
2

(夕) + R (夕
, 拼) (2

.

13)

定义一个线性算子ad 分H 里。H 孟
a d 盛占

3 (夕) = D 雪
3

(夕) A 夕一 A君
3

( , ) (省3 (夕)〔H 量) ( 2
.

14)

并令H 里= R 3¹ C 3 ,

了
3

(夕) == h “ (, ) + 9 3

( , )
,

这里 9 3

(, )〔C
“, h “

(刀)任R
“ .

如果我们选择省
“

(夕)

使得
a d二雪

“

(, ) ~ h “(夕)
,

则 (2
.

13)式成为 (仍用二代替夕)
分~ B (拌) + (A + A (拼) ) x + 9 2

(二) + 9 3

(二) + 了
4

( x ) + R (x
, z‘) (2

.

15 )

这里 了
4

( x ) = 了
4

( x ) + D 夕2

( x )占
3

( x ) 一 D 君
3

(x ) 9
2

( x ) (2
.

16 )

再作近于恒同的非线性变换
x = , + 省

4

(, ) (古
4

(万)〔H 全) ( 2一 7 )

重复上面的步骤
,

我们得到4阶规范形为

夕二B (拼) + (A + A (拼) ) , + 9 2

(, ) + 9 3

(刀) + 夕
4

( , ) + R (,
, 拼) (2

.

15 )

这里 9 4
勿 ) 一了

4

勿) 一 ad 交舀
4

( , )
, a d直占

4

(, ) 二D 占
4

(, ) A , 一 A雪
4

(, )
.

根据定理 1我们可以得到以下结论
:

为了计算含有参数系统的规范形
,

只需要计算 拼= o

时系统的规范形
.

三
、

利用共扼算子法计算规范形

根据上面的研究
,

我们知道计算规范形的关键是求C “ (壳~ 2 , 3 , 4) 及其C “的一 组基
.

为

了求 I m ad 身在H 雪中的一个垂直补空间
,

我们引入一 个定理
.
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定理 2 设犷为一有限维内积空间
,

L为犷上的线性算子
,

L 关
为L 的共扼算子

,

财有
l) K e r L . ~ (Im L )

石 , 2 ) 犷二 Im L ¼ K e r L 爷

这里 K e r L 肠为L 肠的零空间
.

这个定理的证明可参见文献【30 〕
.

下面我们研究共扼算子法
.

不失一般性
,

下面的研究均在
n
维空间x 〔IR

“

里进行
,

并且假

设k为任意正整数
.

根据定理 2我们可以知道如果能在H 蕊中定义内积并能求出线性算子ad 盏的

共辘算子 (a d 身)气 那么K e r (a d 玉) 朴就是 I m a d 土在H 三中的垂直补空间
.

我们先给出 H 三中内

积的定义
.

设对于任意P (x)
, q (x) 〔H 之

,

并且有

p (x ) == 艺 兄 户
口‘二。 e ‘

. !一冷
(3

.

1)

口( x ) = E 乙 g 。 ‘二 a e ‘

!。 }. 舌
(3

.

2)

则我们定义

( p ( x ) , 。(‘) >= 艺
‘. 1
艺 夕

。 ‘口
。‘a z

l口 卜七

(3
. 3)

这里 a! = a : ! a : ! ⋯ a 司 , 1川 = a , + a : + ⋯ +心

定理3 <. ,
·

>是H 乏中的内积
.

证明 根据内积的定义直接验证
,

我们知道<. ,
·

>是H 盒中的内积
.

由定理 3 ,

我们可以得到以下几个结论
:

, a ! ~ a ll a , !
。

二 a .

/ , a , 夕\ _ J
、x

“ , 义“夕一几
设

。 ( x ) , 切 ( x )〔H 乏
, v ( x ) = (v

l

( x )
,
⋯

,

功 (% ) = (。 , ( x )
,

⋯
, 切 ,

( x ) )
,

则有

(a 二刀)

(a 子刀)
v ,

( x ) ) ,

( 3
.

4)
、.夕少、.少丁

丈下朋皿百产龟、了.龟、

<” ( x )
, 。 (x ) = 艺 <”

‘

(二)
, 。‘(x ) ) (3

.

5 )
‘二 1

。a ! ( i = j, a ~ 刀)
( l ) ( 二

a e ‘, x 声e , ) ”谧
‘

o ( i铸 j或a 铸刀)
( 3

.

6 )

有了定理 3之后
,

我们可以得到共扼算子法的主要定理
.

定理 4 d 叱一 (a d如气 这里 A 签 = 河,
是A 的共辘转置矩阵

,

并且
a d久

.
占今 ( x ) = D 雪舌( x ) A 朴x 一 A 爷省舌( x ) ( 3

.

7 )

这个定理的证明可参见E e p hi c k 等人“。〕的文章
.

根据定理2和定理 4 ,

我们可以得到以

下推论
:

推论1 K e r a d身
,
是 I m a d 轰在H 鑫中的垂直补空间

,

即有H 乏二1扭 a d久¹ K e ra d盏
。 .

根据前面的分析
,

我们知道K e r a d轰
二是线性偏微分方程组

ad 二
.
占抢( x ) = o (君k (二)〔H 二) (3

. 8 )

即 D 占奋( x ) A 爷二一A 肠省七 ( x ) 二o (3
.

9 )
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的所有
n 元 k 次齐次向量多项式解组成的子空间

.

对于不同的k
,

求规范形时所需求解的线性

偏微分方程组都是相同的
.

下面我们给出求
r
阶规范形 的一般形式的方法

.

设H
”

为全体
”元 n

维多项式组成的线性空间
,

定义线性算子
。己, :

H
”

, H
。

为
a

山舀(x) 二 D 红x) A x 一 A雪(二) (雪(x )〔H 刁 (3
.

10 )

则有
a d 盏~

a d ,
IH 乏

.

因此方程 (3
.

5) 和 (3
.

9 )为

a d , , 雪(x )= o (省(% )〔H
。

) (3
.

1 1 )

珑 (x )A
井二一 A 补雪(x )~ o (3

.

12 )

为了计算
r
阶规范形的一般形式

,

我们只需求出方程 (3
.

1 2 )的全部
;
次向量多项式解

.

我们计

算系统 (1
.

1) 的 4阶规范形的一般形式
.

根据定理 1及其所得到的结论
,

我们 知 道 为 了 计算

系统(1
.

1) 的规范形
,

只需计算系统

* :一 二 :

:象:
‘,

一 :

}
* 2
一 ‘

象:
‘, / 全一

!
(3

.

1 3 )

的规范形
.

令雪(x
: ,

省2
(义

; , x Z

)}
, ,

省; (x ; , x :

)
,

雪
2

(x
l , x Z

)〔H
Z , 义 = (x

: , x :
)

, ,

0 0 、

由于 A =

x Z

)= {君,
(义

: , x :
)

,

1
,

则有尹-

屯 0 0 少 t 1 0

r丝迎丝止全2 些匹丛七竺) 1

} 叙
’

ax
’

}}
0

}旦鱼些处
-

困 色丝玉些业 兰妇 }
’

‘

k 口x l 口x : J

省:
(二

, , x z
)

雪:
(x

; , x Z
)

(3
.

14 )

由此我们得到下列线性偏微分方程组

(3
.

15 )

、1.
r‘、r..产

n�

一一X X

八曰卜‘

一一一
口雪:

( x
: , x :

)
a戈 :

a雪
:

(x
; , x Z

)
口x Z

方程组 ( 3
.

1 5 )的 4次多项式解为

占:
(‘

; , 二 2

) = 艺
a o x
全

无. 1

( 3
.

16 )

、、...1、
z

!
..IJ

.

氛 (xl
,

旋 ) = E 热对 十艺 叽对
一 ‘

从
无 = D 七二 1

这里
a 。和b。均为实数

.

K e ra d , , 是 由下列 向量张成的子空间
,

即

K⋯
、,

一
p一{f

。

-

一 X

二全]
’

Lx ; 二 2

x 1x
Z

心砂
〕} (只

.

1 7 )

因此系统 ( 1
.

1) 的4 阶规范形 的一般形式为
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九 = 冼 + 乙几对

(3
.

18 )

* 2

~ E 瓦二

卜 艺几‘f
一 ’‘ :

抢. 2 介一 2

四
、

规范形系统的计算

对于实际的非线性动力系统来说
,

我们必须找出规范形的系数
a 。和b。(k = 2 , 3 , 4 ) 与原

系统的系数
a ‘, 和 认

, 之间的关系
.

目前我们可用两种方法来求规范形的系数
,

一种方法是待

定系数法
,

另一种是内积法
.

在文献 [ 2 9 」中
,

我们用待定系数法计算出了五阶规 范 形 的 系

数
.

在本文里我们用内积法求规范形的系数
.

下面我们给出内积法求规范形的系数的一般算

法
。

定理5 设H 乏二 Im a d盏¹ C 云 ,

f专 ( x )〔H 七
, g 舌 ( x )是f舌 ( x )在C 今

中的投影
,

又设
。 : ,

⋯
,

儿为K e r a d盏
, 的一组基

, 阴 : ,
⋯

, 切 ,

为C 今的一组基
,
如果

( 。‘, 切, ) ~ 占‘, (i
, j二 l , 2 ,

⋯
, s ) (4

.

1)

那么f“ (x) 在C “
中的投影可由下式计算

夕介 (‘) = E ( f 七(二)
, 。‘>。 (4

.

2)
‘= 1

证明 扩 (x) 〔C 希
是显然的

,

要证护 (劝为f 希(x) 在 C 惫
中的投影

,

只需证 明尹 (劝 一护 (x)

〔I m a d支
,

事实上
,

对每个 i 一 l , 2 ,
⋯

, s ,

有

<f“ (x ) 一 g 今 ( x )
, 。‘>= ( f舌(x ) , 。‘) 一 ( g 舌(x )

, 。‘>

= ( f专 ( x )
, 。‘) 一 ( f介( x )

, 。‘) ( 二 ‘, 。‘)

= <f专( x )
, ”‘) 一 ( f舌 ( x )

, ”‘>= o

由F r e d h o lm 定理知f“ (x ) 一 g 七 ( x )〔I m ad 身
.

下面我们依次计算系统 ( 1
.

1) 的 4阶规范形 (3
.

15) 的 2次项系数
、

3次项系数和 4 次项的系

数
.

1
.

2次项系数的计算

根据第三节的计算我们知道笼对
e Z ,

” : = x {e ; + x , x Ze Z ,

这里
e : == { 1, o }, , e :

x le , + x , x : e : }是K e r a d 二
, 的一组基

,

记为
。 ; = x 圣e : ,

一、。
, l }: 取、

1
一

合
二 :几 , 田2

一 x lx Z e Z

为 C Z
的一组

基
,

则有( 。‘, 田‘>= d ‘, ( i
, j= 1, 2 )

.

由于
, a , 。X 子+ a . : x , x , + a 。 , x 母

t ‘ 《X l = l

一0 2 0戈 i 十 O z lX 兰X z 十 0 0 2戈苍

根据公式 ( 4
.

2 )得

。2

( x ) 二乙 <f
“

( x )
, 。‘>。 ‘一b

Z 。x 圣e : + (2a 2。+ b : : ) x , x : e :

(4
.

3)

因此我们求出了2次项的系数与原系统的系数之间的关系式
.

令
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到x) 一

曝或〕
一
!
c : 。x 圣+ c : : x : x : + e 。: x 全

d
: 。

对 + d : : xl 花 十 d
。Z x 委 J

.

7 )式
,

得
, , 。 , , 、

一
‘ 。 , 、 J , , 。 , 、

r 一 d
Z o x 圣

a a 二‘
一

气x )一刀互
“

气x )丑x 一 丑互
‘

又x )~ 卜
.

+ (Z
c : 。一 d : ;

)x
: x : + (

c l : 一 d
。:
)x 委

Z d : 。x : x : + d : ;x 呈
] (4

.

4 )

方程
a d二占

“

(x) 一f
Z

(x) 一扩 (x)
,

并令等式两边同类项的系数相等
,

得

“
2

‘·, 一

〔合
‘
“ 1 ! 十“

。2

’
杏
’

丫一
+ “

。·

, ·
1

一
,

)
一 a Z 。义夏+ b 。: x rx : + d 。Z X 夏

(4
.

5 )

C
o 3

和d
。:
为任意实数

.

系统 (1
.

1) 的 2阶规范形为

个
一

介
, .

一
,

1
劣 2

= O Z ox 丈十 昭 a Z o十 0 1一) 尤z 戈2 -

(4
.

6 )

2
.

3次项系数的计算

我们首先求了
“

(x)
,

由于

,
3

(二 , 一

〔
a 3 。x 夏+

a Z : x 全x : + a ; Z x , x 圣+ a 。。火;

b
3 。x 矛+ b

Z lx lx
: + b

; : x , x 羞+ b
。sx 璧{

根据公式 (2
.

9 )
,

我们有

了
3

(x )= f
3

(x ) + D f
Z

(x )省
2

(x )一 D 占
2

(x )9
2

(x )一 f
3
(x ) + f全(x )一 f量(x ) (4

.

7 )

这里 f矛(x) ~ D 尹(x) 梦 (x)
,

了全(x) ~ D 梦(x) 扩(x)
.

在计算出 f贾(x) 和f君(x) 后
,

我们得到

,
3

‘X , 一
L
。3 。

心 + 。2 :

川 x : + 。: : x ;

式 + 丘。3川

石
3 。x 呈+ 石

2 , x 圣x : + 石: : x : x 委+ 石
。3 x 考

(4
.

8 )

,

、.....了

这里。
。。
= a 。。+ a : 。b

。: 一 b
Z 。

(
a 。: + d

。2

)

。2 1一 a 2 1 +

合
a l l

(
。 1 1 + 3b

。2

)一 2 0 2 。。 。2 一 b l !
(
a 。2 + J

。2
)一 2b

2 。。。2

西: 2 二 a : : + a : :

(
a 。: + Zd

。:

) + Z a 。Z b
。: 一 Z c 。:

(
a Z 。+ b

: ,

)

西。3

~ a 。。 + a : ; c 。: + Z a 。Z d
。: ,

石
3 。
~ b

。。十 a , : b
: 。一 a Z 。

b : :

‘
2 1

一b
2 1 + Z a O Z

bZ 。+
合

b l!
(
· : ! + b

OZ

)一 4 2 。
“
。2

石1 : = b , : + a 。: 6 1 , 一 连a : 。d
。: + 2 b 2 。e 。: + Zb 吕

2 ,

石
。3

~ b
。。+ b : : e 。: + Zb

。Zd
。2

根据第三节的计算们我知道 {川
e : ,

对
。: + 对 挽

e : }是K er ad 尹的一组基
,

记为
。 :

~ 川 e Z ,

” : ~ x 灵e
; + x 盒x Ze : ,

取切 : -
6

x r。
: , 功2

=
2

x {x
Ze :

为C 3的一组基
,

则有<”‘
, 田 , )二占‘,

(‘
,

j二

1 , 2 )
.

根据公式 (4
.

2 )
,

得

、卫.......,0
9 5
(x )= E (了

8
(x )

, 。‘)二 ‘二 (4
.

9 )
‘一 1 !石3 。x e+ (3 0

3 。+ 石
: , )x 圣x

:

因此系统(1
.

1) 的3阶规范形为



分l二 x Z

毖: 二 b : 。x 盔+ 石
3 。戈孟+ (2

a 2 。+ b : ,
)x

: x Z
+ (3吞

。。
+ 石2 :

)x 全x
Z } (4

.

10 )

下面我们再求护(x)
,

令
产.....‘

一一

、...�: 3
(二) 一

!
鱿 (x)

占牙(x)

c 3 。x r+ e Z ; %望x
: + c : : x : 戈孟+ c 。3大星

d 3 。尤 r+ d Z : x 圣x : +
,

d : 2为x 孟+ d 。3 x 犷〕
根据 ( 2

.

14 )式
,

得

ll)
f 一 d

: 。X r+ ( 3
c 3 。一 d Z ,

) x 全x : + ( 2 “
2 ; 一 d ; :

) x , x 孟+ (c
: : 一 d o 3

) x 盆1
u a 二白

一

、x ) 二 1
. ‘ . _ ‘

二
‘ 。

l
‘ 3 d o o x 定x Z 十 Z d : I X x义二十 d 二: x 三 夕

( 4
.

代入方程
a d器

“
(劝 一尹(x) 一扩 (x)

,

并令等式两边同类项的系数相等
,

得

、.,
口

、..产O自qJ劝..孟,.上

:
‘“‘
一
}
合(

。2 ! +

合
”1 2

)
X‘+合(‘

1 2 + ”
。3

, x , X Z + (‘
。3 + d

。毛
, x ! x , + “。。x ‘

一 。: 。戈登+
2
石; : 戈全劣

: + 石
。3 x :二里+ d 。3尤才 }

( 4

这里 c 。3

和d 。。

是任意实数
.

3
.

4次项系数的计算

我们首先求尹(x)
,

由于

、...口产

,
‘

(二 , 一

!
a 4 。火全+

a 3 ; x 全x
:
+ a 2 2 大受义委+ 。: 3 x : x 全+ a 。‘x 尝

b‘。欠空+ b 3 卫x 全二
: + bZ : x 里x ; + b : 3戈 : 戈全+ b 。‘x 尝

_ , , , , 、

{豁 蒜 黔}
“

一

厂拼 , 一

!弊 巡 弊 {
t a X r a x l口x Z Q x 三 」

( :
2

(二) )
2一

{
(舀{ (x ) )

2

2雪; (
“
)雪孟( x ) ( 4

、

⋯
J

(占; (x ) )
“

则有

al
4 。x 盆+ ⋯

b ; 4 。x 全十 b , 3
声全x : + ⋯

( 4
.

r4 )

、....,户

一一川
二) ~ 冬D

Z

f
Z

(二) (省
2

( x ) )
,

乙

这里
1

a , ‘。~ 万
。“。(b含

2一 a 圣
,

) + a 委: a
0 2

1
, , , 、 。

1

万
O Z OLu “ 十 0 0 2 )

“

一万
a Z OO “ 叹““ + 0 0 2 ) 一 u 妥。0 0 2

( 。
。2 + d 0 2 ) (a ! lb2 。+ bZ O

b
OZ 一

合
a Z Ob ! 1

, +

省
bl !“

。2

(
a l l + b

OZ
) 一 Za 艺。b

。
, ·

一
, 、

1 a 2 4 Ox 全+ ⋯ )
J ; 、x ) 二。J

一

、x ) ‘
一

、x ) ~ l
; ‘ .

, , ,

!
、

o 2 4 oX i 十 o 2 3 1X r X Z 十 ⋯
厂

丢2

一一一一

.

0
‘

b

( 连
.

x s )

这里
a Z ‘。

一
音

a 。。
(一 + b 0 2

) 一
。Z Oa 么1 ,

“
2 4 。
一

号
b

a。

‘
“ 1 1 + “

。2

, 一
“ 2 。
“

2 !

b : 3 , = sb
3 。

(
a 。: + d

。:

) + b
Z :
(
a , : + Zb 。2 ) 一 Z a : 。

b , 2

f盆( x ) = D 省
2
(、)了

3
(x ) =

a3 4 。x l十
. , .

b 3‘。x 尝+ b
3 3 ; 尤受x

: + ⋯
} ( 4

.

1 6 )
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这里
a 3‘。

= 。3 。

(
a : : + b

。2
) + 石

3 。

(
a ; 2 + d

。2

)
,

b
3 ‘。

二 一 Z a : 。。3 。 + b
o : 石

3 。

b
3 3 x == 一 Z a : 。西: l + b。2西3 。+ b

。2

石: , + Zd
。:石。

。

因此根据公式 (2
.

1 0)
,

我们可以得到

4 29

,“/ , 一f
心
(二, + ‘, ‘X , + ‘, (X , 一 , : (X )一

!
。4 。

川 + ⋯

石
‘。

对 + 石
3 ,

对 x : + ⋯
(4

.

1 7 )l
了

这里 吞4 。= a 4 。+ a : 4 。+ a Z ‘。一 a 3 ‘。, 石
4 。

~ b
4 。 + b , ‘。 + b

: 4 。一 b
s ‘。

、

!
少r.....、

石
。 : = b3 : + b : 3 : + b : 。: 一 b

3 3 ;

下面我们再求尹(x)
,

由于

了姿(二)= D 夕
2

(x )雪
3
(x ) =

0

石, ‘。x 全+ 石
, 3 : x 全x

: + ⋯
(4

。

18 )

这里 石: 4 。=
2

,

/ _

百
。 2 。

气
。 2 ‘+

2

”! 2

)
一 ‘3 。

‘2 “
2 。

+ “! 1
,

石一
3 2 =合‘

2一‘2 1
+ “1 ! “2 1 + ‘a Z 。”1 2 + 2 b ll”! 2

,

l
一一

f 吞2‘。

川 十⋯

了盆(x )= D 雪
3

(x )9
2

(x )
黔石2 4 。戈 r+ 石: , , x rx

Z +
(4 19 )

石
2“2

。

”
。3 +

合
”! 2

(2
a 2 。+ b

l !
)rO

b
l一2

这里 b
: 。

(。
: 2 + 石

。。

)
,

石
: 、 。

=
1一2

一一
~a

根据公式 (2
.

1 6 )
,

我们可以得到

,
4

(·)一 ,
4

(·) + , ; (·) 一 , : (·)一

!
。4 。x 全+

石
4 。

心 十石
。, 戈登x

: 十⋯
! (4

.

2 0 )

这里。‘。~ 。‘。一 云2 ‘。,

石
‘。

~ 石
‘。

+ 石: ‘ 。一石: ‘。,

石
: , = 石

3 , + 石, 。, 一石: 3 : .

由第三节的计算我们知道 {刘
e Z ,

对
e ; + 对朴

e Z }是K er
a d 加的一组基

,

记 为
。 ,

= xl e Z ,

” : = %全
。 , + x 登x 姆

: ,

取 切 :

~ x 贾‘
2 , 阴2

=
6

x 于x
: e :
为 C 4 的一组基

,

则有(。‘
, 。 , ) = 占‘, (i

,

j
24

= 1 , 2 )
.

再根据公式 (4
.

2 )
,

得
今

,!
0

9 4

(x )= E (了
4

(x )
, ” ‘>。 ‘~ ) (4

.

2 1)
‘。 1 石

4 。x } + (4 吞
4 。 + 石

3 :

)x 之x
Z

因此系统 (l
.

1)的含有参数的 4阶规范形为

分; = x 。+ E
“
招’拼, + E E

“
矛}’内为

了 卜 1 了二 1

(4
.

2 2 )
2 2

‘:

= 兄 b】7’拼
, + 乙 E b {{’拼

, 二‘+ a Zx : + a 3 x : +
a 4 x 盆+ b

Z x , x : + b
3 x 圣二

2
+ b

4 x 全x
:

了. !

这里
a :

= b : 。 ,

‘. I J
= 1

b
:

~ 2 a 2 。+ b
: , , a 3

= 石
: 。,

b
。

~ 3。。。+ 石2 : , a 4

= 石
4 。 ,

b
4

~ 4。‘ 。+ 石
。:

五
、

普适开折和一些简单的全局特性

木节我们订论系统(1
,

l) 在几种余维 3退化分叉情况下的普适开折
,

由于开折参数选取的
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不同
,

可以有以下几种情况
.

1
.

第一类普适开折

公 1 = X Z

分2 一。: + 。: + x : + 。声 ; x : + a川 十 as x 寻+
a ‘x f+ bs 对 x : + 认川挽

} (5
.

1 )

这里
。 ; = : ;

(“
: , 拼2

)
, 。:

= 。:
(拼

, , 拼:
)

, 。。= b
2 .

普适开折 (5
.

1 )可以产生尖点型奇点的余维

退化分叉
.

D u m ert ie r等人
〔“5’
对

。3

~ a 4
= b

3

~ o的情 况进行了详细研究
.

2
.

第二类普适开折

劣 一

= X , 、

劣 2 = 巴1十 ￡ZX z十 ￡3X 2 十 a 。火三十 a 4 义 I十 D : X IX Z 十 o o X 艾十 0 4 义r X 。

这里
。, , 。: 和。3

是拼
,和拼

2

的函数
.

D u m e r 七ie r 等人
〔2”’
对

a ‘= b
‘

= o的情况进行了研究并且给

出了一些猜测结果
,

有三 种情况的余维3退化分叉
,

这三种情况分别是
:

(i) 退化鞍点情 况
,

a 3

> o ; (11)退化焦点情况
, a 3

< o ,
b ; + 4 a 3

< o ; (111)椭圆情况
, a 3

< o ,
b穿+ 4 a 3

> 0
.

六
、

讨论和结论

从理论上讲
,

给定一个实际的非线性动力系统
,

我们可以计算出任意高阶的规范形
.

由

本文的研究可以看出
,

虽然利用共扼算子法计算高阶规范形时不需要重复计算高阶矩阵
,

但

计算规范形系数的过程仍过于繁杂
,

因此计算实际系统的高阶规范形并非一件易事
.

目前虽

然可使用MA\ C S YM A 符号语言来推导规范形系数的表达式
仁2” ,

但是很有必要从理论上给

出一些更为简便 的算法
.

在不具有 2
2 一
对称性的普适开折中

,

如何方便 地求出开折参数与原

系统参数之间的关系还是一个有待于研究的 问题
.

致谢 作者感谢王铎教授的帮助和香港王宽诚教育基金会的资助
.
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