
应用数学和力学
,

第 18 卷 第5期 (1 9 9 7年5月 )

A p p li e d M a t h e m a t i e s a n d M
e o h a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

sI M在使用中应注意的条件
’

魏毅强1
李庆士

‘

蔡中民
‘

(杨桂通推荐
,

1 9 9 5年 5 月 1 日收到
,

1 9 9 6年10 月 15 日收到修改稿)

摘 要

本文介绍了H au
s d or ff 与B o x 分形维数及测度

,

首次引入了周积规范比的概念
,

给出了SI M

的正确数学描述及证明
,

提出了使用SI M的充分条件
,

并将该方法进行了修正
.

关健词 H a u s d o r ff测度 H a u s d o r ff维数 B o x 维数 周积规范比 S I M

引 言

自从M a n d e lb r o 七提出了测量金属断 口分维的 5 11七 Io la n d M e 七h o d (简称S IM ) 以

来
,

人们对此进行了大量的研究
,

在工程和物理问题中获得广泛应用
.

但不少实验给出与常

识相反的结果
,

这种现象一 直使人们 困惑不解
,

因而导致各种解说
.

文 〔2 〕发现
,

按 S IM 测

出的分形维随测量码尺‘y a r d s切c k )的减少而增加
,

据此该文作者认为只有当测量码尺小于

某一临界值时
,

测出的才是真正分维 ; 文 [ 3 ,

月对此作了进一步的分析
,

认为问题的实质在

于分形图形的分维是与分形演化次数相关的变量
,

并随演化次数增大而趋于一定值
,

故必然

存在临界码尺
; 文〔5 , 6 〕根据缺陷规范场理论认为临界测量码尺应 为 1协m ; 文〔2 , 3 , 7 〕则

认为临界码尺与金属断裂 时裂纹扩展的最小步长或K o c h 曲线的起始步长有关 ; 又 〔8 〕从量纲

的角度
,

指出 S IM 具有量纲错误以及面积效应等
,

作者认为上述众 多观点从不同侧面反映

了 问题的所在但都不全面
,

其实质原因在于未注意到 S IM 中 符号的真实含义
,

忽视了使用

S I M的条件
.

木文首先介绍了两种常用的 H a u s d o r ff 与B o x 分形维数及测度
,

讨论了它们之间的关

系
,

对几何 图形定义了周积规范比的概念
,

给出了S I M的正确数学描述及证明
,

对 S IM 中

符号进行了详细的阐述
,

提出了使用 S I M 的充分条件
,

并指出了产生码尺效应的原因
,

将

该方法进行了修正
.

二
、

分形维数与测度

设U 已 R
”

是非空子集
,

!U }二 。u P{ 沐 一 川
: x , 夕〔U }称为的直径

.

假设F 〔 R
” ,

{U ‘}是可

,
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数或有限个子集构成的集族
,

如果F 二 U U
‘

且。< }U
‘

!< 创‘= l , 2 ,

⋯ )
,

则 称 {U , }为 F 的

一个参覆盖
.

取定实数
s > o ,

占> o ,

记

H “‘F , 一‘·f
{氢

,U
:

‘一‘U “是F 的占
一

覆盖}

显然
,

当 占减少时
,

H 互(F )单调增加
,

因此当肖令 。时极限存在
,

记
.

H
S

(F )一lim H 墓(F ) (2
.

1)

称为F 的 ￡ 维 H a u s d o r
ff 测度

,

简称H 测度
.

可以证明
〔’。〕:

H
“

满 足 (外) 测度的一切性

质
,

为了方便
,

特别指出
:

命顾 1 设F 二 R
” ,

实数几> 。,

则对一 切
s》 o

H
“

(几F ) = 几
8

H
8

(F ) (2
.

2 )

其中 几F ~ 林x: x 〔F }
.

命题2 设F c 尺
” ,

f
:

F o R
”

为等距变换
,

即对任意 x , 刀〔F
,

If (x) 一 f (y) 1一 !x 一川
,

则对一 切
s

) 。值有
、J
口

OJ
.

9一
了f、

H
S

[ f (F ) j= H
S

(F )

命题3 设F 已R
”

为 B o re l子集
,

则 当: 一 。为正整数时
,

H
” (F )一C o L ‘ (F ) (2

.

4 )

其中 。为阴维 L ·b一 g 。· 测度
,

c 二一

(羚
晋厂

(
l +

弩
一

)
.

命题4 设F 仁R
介 ,

则存在实数
: 气 。《尹《川

,

使得

H
“

(F )一

{
+ co

( o簇 s < 泞解 )

(s关 < 。)
(2

.

5 )

由命题 4 ,

记

d im o F 一。u p 笼: :

H
s

(F )= + co }~ in f笼s :

H
S

可F )= o } (2
.

6 )

称为F 的H a u s d o r f f维数
,

简称H 维数
.

由此可知
,

只有 当
: 一 di m H F 时

,

H
‘

(F )才可能

是一个正的有限值
,

如果F 任R
”

是一个 B o re l子集
,

而且 O < H
,

(F )< + co
,

则称 F 是一个
s 一

集
.

H 测度 与维数虽然有很好的性质
,

但在实际中很难实现
,

因而通常采用下面的定义
.

设 F 江 R
”

是非空有界集
,

N 。(F )是 F 的手覆盖中的集合的最小个数
,

记

d im , F 一 lim
In N

。

(F )
一 In d

(2
.

7 )

�一一一
d im 刀F ~ li m

I n N 。(F )
一 I n 占 (2

.

8 )

分别称为F 的下
、

丘 B o x 维数
,

若它们相等
,

则将此公共值记为di m , F 称为F 的B o x 维
,

即

d i m , F 一 lim
I n N 。

(F )
一 I n 乙 (2

.

9 )

B o x 维的几个等价定义见文【10〕
.
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定理 1 设F 仁R
. ,

则

{
+ C。

lim N 。
(F )d

s
= (2

.

x o )

lim N
。

(F )乃
‘

- 干
+ co

0

(o《 s < d im , F 、

(s > d im , F )

(o《
: < d im

,
F )

(s > d m 。F )
(2 一 1)

如果 B o x 维存在
,

则

lim N 。
(F )j

s

= {
+ co (o《

s < d im , F )

(s > d im 。F )
(2

.

1 2 )

由定理 1 可知
:

d im , F = 。u P {s :
lim N 占(F 、

·

占
8

= + co }

一 in f {: :
lim N

。

(F )
·

6
8

~ o } (2
.

1 3 )

d im 。F 二 s u P笼: :
lim N 。〔F )

·

占
8

= + co }

= in f{ : :
lirn N

。(厂
’

)
·

乙
“

= o } (2
.

1 4 )

d i m 。F 一 。u P { : :
lirn 刃

。

(F )
·

6
‘

= + co

~ in f {: :

lim N 。
(F )肖

召
= o } (2

.

15 )

定理2 设F 〔R
介 ,
则

i) 对于一切实数
:
》 0,

H
S

(F )( lim N 。 (F )

d 一) 0

·

6
,

《 lim N
。

(F )肖
” (2

.

1 6 )

11) d im 二F 《d im 。F 《d im 。F

这里应该注意到
,

即使h m N 。
·

d
e

存在也不是测度
,

它不满足测度 的性质
,
如果

( 2
.

1 7 )

B O x 维

不存在
,

当di m 。F < : < di m 。F 时
,

则N
。

(F )夕可以取到从。到 + co 的一切值
.

即对任意的

c
(o簇

c
《 + co )总存在 d *

(乙
。” O )

,

使得 lim N 。* j全= c .

而此时H
a

(F )二 0
.

k es ) 干 。

集合的H 维与其B o x 维是两个不同的概念
,

前者是 由测度定义的
,

对于
: 一

集它有一个非

零的正的有限测度
,

对于一切F 仁R
“ ,

di m H F 总是存在的
,

但是 B o x 维di m , F 却不一定存

在
,

即使存在
,

两者也未必相等
.

因址匕我们在讨论分形图形的维数时一定要分清它指的是什

么维数
.

另一 方面
,

H 测度与维数具有很好的性质
,

但不便于计算
,

而 B o x 维的计算却较

为方便
,

如果要想两者兼顾
,

既要有很好的性质
,

又要使运算方便和计算简单
,

贝矿必然要求

下列条件成立
.

1) H 维数与其 B o x 维数相等
,

即d im 二F ~ d im : F

2 ) H 测度等于li m N 。
·

己
8 ,

即H
S

(F ) = lim N
。

·

乙
, ,

分形维数是按极限定义 的
,

但在实测中
,

并不能取极限
,

根据极限思想
,

只有 当测量码

尺充分小时才能得到维数的近似
,

这就是所谓尺码效应的真实原因
,
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三
、

SI M的数学原理

S I M原理 〔9 ;

对于一般非分形图形或物体其周长L
,

面积A 与体积厂有关系式

L oc A 奋
,

A 垂二犷干 娜
.

1)

如圆的周长与面积满足关 系
:

L 一 2斌 二 A 气 正方形的周长与而积满足关 系
;

L = 4且红 更

一般地
,

对于每一族具有几何相似的二维形状
,

其比值 L / A
’‘“

是 由 它们共同形状完全确定

的
,

不受测度单位支配的形状特征数
,

它是一个无量纲数
,

我们建议将此特征数称为该图形

的周积规范比
.

这个关系式有必要进一步阐述
,

以免将此关系推广时 产 生 一 些 混 乱 的 思

维
。

将此类推到分形
,

有
L 素oc A 登

,
A 含二v 于 (3

.

2 )

其中
: , 才分别为分形边界曲线与边界曲面的分维

.

这样的类推
,

其L 及月早 已不是 原 来 的

L e b es g u e 意义下的测度了
.

在定理 3 和定理 4 中将对此作出正确的叙述
.

如果将第一 式取

对数则

‘n L 一。 +

合
, n “ (3

·

3 )

其中
。
为常数

,

利用图象分析仪测出一 系列周长与面积的值
,

在双对数坐标图上通过 线 性

回归求出直线
,

该直线斜率的两倍即为分形边界的分维
.

为正确理解S IM原理
,

并给出严格的论证
,

我们给出下
‘

面的定理
.

定理3 设F 为卜集
,

其边界E 为 : 一

集
,

则存在常数
c ,

使一切 与 F 相似的集 F , ,

与边界

E
, ,

满足
:

〔打
‘、百

,

)」号一
‘

·

[万
‘、户

’

:
)」含 (3

.

4 )

证明 因 为 F
;

与 F 相 似
,

所以存在正数 几与等距变换 f
,

使得 F
l
一凡j( 厂)

,

同时 E
l

= 灯 (E )
,

由H 测度的比例性质 (命题 l ) 与等距不变性 (命题 2 )
,

可知

万
‘

(万
’

1

) = 几
‘

万
‘犷

f (F , ! = 几
‘

万
‘

(F )

H
e

(E
I

) = 几
S

H
习叱f (E )) = 几

s

H
“

(E )

所以F
,

与E
;

分别为卜集 与
: 一

集
,

取

仁H
S

(E )〕
’‘“

〔H
‘

(F )] “ 万
仁3

.

5 )

则 「H
s

(E
,

)〕
’‘8

一 c
·

仁11
‘

(F
l
)」

’“

由万测度的定义可知
:

万
“

的量纲为 夕
,

其 中L为通常意义下的
‘

长度
’

单位
,

从而 丈3
.

5 )

式的比值是一个无量纲数
,

它 由相似集族 中集 合 F 的共同形状完全确定
,

而与 F 的选取无

关
,

它是一个不受测度单位支配的刻划相似集的形状特征数
,

所以我们把它称为该分形图形

的周积规范比
.

由万测度与L e b e s g u e 测度的关系不难推得
:

定理4 设F 二R
”

内部非空
,

其边界集万为
s 一

集
,

则F 是一个
n 一

集 (n 一 l簇
s
簇n)

,

且

[万
·

(百)〕专oc 〔五
·

(尸 )〕贵
一

(3
.

6 )

其中 乙
“

(F )为F 的n 维L e b e s g u e 测度
.

如果取
。一 2 ,

则 F 任厂为内部非空的平面图形
,

刀 (F )是F 在通常意义下的面积
,

记为

再 当 : ~ 飞时
,

边界E 为一 维曲线
,

此时有



S IM在便用中应注意的条例

L 音 oc A 告

其中 L = H
.

(E )也等于E 在通常意义下的长度即F 的周长
,

而当 1 < s < 2时
,

边界为
:
维分

形曲线
,

此时只能有

〔H
‘

(E )」含二且于

注意到H
“

(E )已不再是通常意义下集合F 的周长
.

此式即为(3
.

2 )的正确表达
,

如果从量纲

来看
,

两边都取
‘

长度
’

量纲
,

所以并不存在文〔8 」中指出的面积效应
.

但如果把 H
刀

(E )作为

通常意义下的周长
,

即采用 H
“

(E ) ~ N
。

(F )
·

6 则必然会产生量纲错误
,

正如文 阳」所指出

的那样
.

四
、

S IM的充分条件

由上面讨论
,

不难看出
,

在关系式 L十 oc A 专 中L应 与
:
是一致的

,

即如果
:
是H 维数

,

则L 就是
s
维H 测度 ; 如果 :

是L eb e s g u e 维数
,

则L 就是
s维 L e b e s g u e测度

,

绝不能
s
采用一

种维数
,

而L却采用另一种测度
,

因此
,

在这里不能采用 B o x 维
,

或者说
,

如果 s
是边界集E

的B o x 维数
,

必然要求
s二 d im , E = d im 万E

实际上
,

.

此时
s
仍是E 的H 维数

,

而五仍是百的
: 维H 测度

.

在实际测量时
,

双对数等式 (3
.

3 )中的L 与A 的值与测量码尺d有关
.

A为通常意义下的边

界集所成的面积
,

记为 A ”A 。,

用普通的方法即可求得
.

而L 已不是通常意义下的周长
,

应

是分形边界E 的 s
维H 测度汀

口

(E )的对应值
,

记为 L 一L
。 .

当 1 < s < 2 时
,

如果仍然在通常意

义下测量周长
,

即采用 L 。~ N 。
·

占
,

其 中N
。

为 由码尺d等分边界E 所得个数
,

则相当 于 求 它

的 1 维测度
,

由维数性质 (命题 4 ) 必然有L 。” + co 闭” 0)
,

产生一种所谓面积有限而边界

无限的错误
,

这一错误文〔8」误认为是 S IM 本身的
.

根据定理 2 以及上面讨论
,

计算L = L
。

的值
,

我们建议采用

L 。~ N 。
·

6
8

(4
.

1 )

其中
s
为E 的B o x 维

,

显然
,

这必然要求E 的 B o x 维存在
,

由子:
.

; 6 )式知
,

L 。
一般略大于

:

维H 测度
,

但多数情形下两者是相同的
,

即期望

H
S

(E )= lim N 。
·

占
e

从而既可避免难以测量的H
’

(刃)值
,

又纠正了目前通用的越来越不正确的值N
。

·

d
.

总之
,

由以上讨论可知
,

使用 S IM 要求边界集E 满足条件
:

l) E 具有自相似性 ,

2 ) B o x 维d im , F 存在
,

且d im 。百 ~ d im 。百一 : ;

3 ) E 为
S 一

集
,

且H
’

(E) 一{欧少
。

·

。
“

五
、

SI M 的修正

在双对数等式 (3
.

3 )与 (4
.

1) 中
,

L 一 L 。
实际上受

s
所制约

,

在确定 L的同时
,
已经隐含了

。的值 , 因此
,

在 s
未知的情况下

, 根据 (4
.

1 )式L的值不可能真正给出
,

所以也就 不 能 通 过
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(3
.

3 )来计算维数
,

但是计算L 的值并非我们的真正 目的
,

它仅仅是一 个中 间 参 量
,

们将 (4
.

1)代入 (3
.

3 )消去 L
,

得
(N 。

·

。
·

)李 oc (月
。
)于

所 以我

In N 。一 c + s
·

In
(且。)惫

乙

(5
.

1 )

(5
.

2 )

在 In N 。 与In
(A 。)全

乙
的双对数图上

,

其直线的斜率为所求维数
,

如果取 A 。~ M
。

·

护
,

则

几 r
.

5 1 , ,

I n 丈V 占

~ C + , 二 I n 丈以 卉

Z

所以在In N
。

与 In M
。

的双对数图上
,

其直线斜率的 2

或 (5
.

3 )代替 (3
.

2 )进行线性回归
,

以期求得维数
: .

当然这样求出来的
:
实际 上是边界集E 的B o x 维数

:

个条件)
.

事实上
,

将 (5
.

2 )变形为

(5
.

3 )

倍为所求维数
.

故我们建议采用 (5
.

2 )

: = di m , E (E 仍然要求满足上述三

‘n N ‘一“ +

合
‘n A ‘一 “‘n d

然后两边同除以 一 In 占
,

得

In N 。

一 In 占

‘ + 兰In A
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由于A 。
是通常意义 下边界E 所围成的面积

,

它是一个有限值
,

6对它的影响很小
,

因此
,

当占

、 o时 上式右边极限存在
,

且等于
s ,

而根据B o x 维的定义
,

可知上式左边的极限为 di m , E
,

故
: = di m 刀E

,

这样我们证明了由 “5
.

2 )或 (5
.

3 )确定出的是B o x 维
.

在 (5
.

2 )的两边同时加 In d
,

则

‘n N 占
·

占一
+

普‘
n A d

一

十‘n 。
‘
一 (5

·
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当s > 1时
,

对充分小的 占> o ,

上式右边的值取决于 In 夕
一 “ ,

因此
,

在 (3
.

3 )中
,

如果取 L =

N 。
·

d
,

则 (3
.

3) 实际上丢掉了主要项
:

ln 夕
一 “ ,

占越小
,

ln 少
一 “

越大
,

完全掩盖了我们所需要的

项含
‘“A 一 这正是文〔2

, 3 , ‘, 5 , 6 〕采用、3
·

3 )所得
:

维数
s与码尺“有关

,

并随d的减小而

增大
,

维数越高则增加越大等码尺效应的本质原因
.

事实
.

上那儿测得的分维值早 已是面目皆

非了
.

六
、

结 论

本文提出了 S IM 的充分条件 和确定维数的修正公式 (5
.

2 )与 仁5
.

3 )
,

它可以为确定工程

和物理问题 中分形 维数提供依据
,

而且还
一

可以澄清分维应用中的反常现象
.
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