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摘 要

本文讨论流体流过下凹地形时共振产生非线性毛细重力波
.

采用摄动方法
,

导出了一个 具 负

强迫力的K d V 方程
.

采用拟谱方法
,

对所得方程进行了数值分析
,

给出了在超临界
,

亚临界以及

精确共振情形的数值结果
.

关键词 非线性波 fK d V 方程 表面张力

一
、

引 言

流体流过底部地形的流动的研究是一 项具重要理论和实际应用意义 的课题
.

近年来
,

强

迫的K o rt e w e g e 一 d e V ir ie 。 方程 (f K d V 方程 ) 被看着是该 问题共振流动的典型的非线

性模型“
一 “」.

有时 (例如
,

微重力情形 )
,

表面张力的作用不容忽略
.

作者
『
“ 3

已发现具表 面

张力的流体流过 上凸障碍物时会产生下游下凹的孤立波串
,

这个结果与传统的结 果 完 全 不

同
.

本文将报道具表面张力的流体流过下凹地形时的流动情况
.

二
、

控制方程

考虑不可压流体的二维运动
,

忽略粘性的作用
.

并假定初始时刻流体运 动是无旋的
,

底

部地形有一个下凹的坑
.

流体自由表面
_

匕有表面张力的作用
,

且考虑 B o n d 数大于 1 / 3 的情

形
.

基本流动是均匀的
,

且 与线性波速十分接近
,

;

即我们考虑共振情形
,

可 写成

啦 二 l + 刀。

C 。
(2

.

1 )

其中
￡
是小量

,

刀为常数
,

J > o (或< 0) 对应于超临界流动 (或亚临界流动 )
.

底部地形

假定变化是缓慢的
,

即

f (二 )= 一 h
。一 丫G

oe x p [ 一占
2

(x 一 x 。

)
2

〕
·

h
。

(2
.

2 )

其中 , 为小量
,

G
。

为下凹最大幅度
, 、。

为下凹的中心位置
.
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引进速度势函数。 ,

并作变换 训一
。。二一
冬

。告, + 。 ,

且引进如下的无量纲量
乙

。一 a/ ”
。,

“一“0/l
, 切 ,

一益
一

, ‘

戈朴 ~ x / l
, , 铃 = 万/ h

。, 才~ c 。t / l

行肠 = 刀/ a ,
T 肠= T / p g 砚

(2
,

3 )

、.‘马、了IJ了

其中
a
是自由面特征波幅

,
l是特征水平长度

,
h
。

是流体平均特征深度
.

我们假定无量纲波幅
a 和无量纲波长刀是小量

.

为 了保证非线性与色散的平衡
,
在这种

共振情形令
a = 刀

2

= r , ‘么
= :

(2
.

4)

则有如下的无量纲 L a p la c e 方 程 ,
自由面运动学和动力学条件 以及底部边界条件 (省略各

里上的
朴
号)

.

a 切
, :

+ 切 , ,
= O (f《g 《刀) (2
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对上述方程我们引进新的时间尺度

(2
.

7 )

(2
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了~ 口 t

以及将切和刀依 a
展开

切 = 切
。+ a 切l + a Z切2 + ⋯

叮~ 叮。+ a刀1
一

于“ 2 刃2 刁
一

可 以得含有
a 的各阶方程

.

从零阶
、

一 阶以及二阶方程分析可得如下的演化方程
.
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因为我们考虑 T > 喜的情形
,

因此可 以置以下的变量变换
J

l
, 、 ,

/一
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了
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月
‘
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则有如下的方程 (省略
‘

号 )

一 (A
· + “A
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) + 6 A A
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: 二

一备
‘

。

‘
2

(、一
二。

)“x p 〔一“
2

‘
二一 二。,

“

〕一 。

方程 (2
.

12 )或 (2
.

14 )称为负色散的强迫的K d V 方程 (n fK d V 方程)
气

(2
.

14 )
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三
、

数 值 解

从 (2
.

14 )知
,

方程的解依赖于J
,

召
。

和睿三个参数
.

方程 (2
.

1 4 )一般情 况下无解析解
.

我

们采用 F o r n b e r g 和w hi 七h a m
4 〕的拟谱法进行数值求解

,

假定初始时刻自由表面无扰动
,

即才, o时
,

A ~ 0
.

雪度量下凹的宽度
,

在此取为0
.

3
.

下凹 的中心从取为 170
.

7
.

下凹的最大

幅度G
。

取为 2 / 3
.

我们将给出不同J 值时的结
i

果
.
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图 1 流动模型
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精确共振情形

〔) (〕 3卫
’“ 匀瑞

图 3 超临界共振情形
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图 4 亚临界共振俏形

图 2给出了刁一。
,

即精确共振情形的结果
.

从图中可 以看出
,

在下凹地形的下游仅有一

个孤立波产生
,

忆游扰动很小
,

这与相同参数但 卜凸的地形的情形很不一样
.

图 3 给出了 刁

~ 1 的 超临界共振 流动的结果
,

在这种情 况
, }一游扰动变强

,

且具有椭圆余弦波的迹象
,

而

下游的下 凹波更靠近下凹 坑的中心
.

在下凹坑 区域内流动是瞬变的
.

图 4 显示了亚临界共振
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流动 (J 二 一 l) 的结果
.

与超临界情形相比
, _

卜游扰动要小些
,

下游波动也不大
,

而卞凹 坑

区域的波动加强
.

从总体来说
,

这三种情形的结果无本质上的区别
,

因为它们同属于共振流

动的范围内 (即 一 1
.

2 < J < 2
.

4 )
〔‘’.

而下凹的地形将产生负的压迫力
,
因而与上凸所 产生

的正的压迫力的情形所得到的结果不一致
.

进一步的数值结果表 明
,

如果增加下凹的坑的宽

度 (即取较大的占值 )
,

在流动的下游会激发出较多的孤立波
.

致谢 作者感谢与G ri m s h a w 院士的有益的讨论
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