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摘 要

本文用随机边界元法分析了随机荷载作用下具有随机边界条件的正交各向异性板
、

梁组合结

构的可靠性
�

文中首先给出正交各向异性板
、

梁组合结构的边界积分方程
,

进而基于随机边界元

法建立了随机结构可靠性分析方法和得到用于计算正交各向异性板
、

梁组合结构可靠性指标的公

式
。

算例表明了本文方法的有效性
�

关键词 随机边界元法 随机荷载 板
、

梁组合结构 叮靠性指标

一
、

引 右

工程结构常常受到随时间变化的随机荷载的作用
�

例如地震对工程结构的作用
、

海浪对

海洋结构的动压力作用
、

路面的不平度对运输中的车辆的作用等
�

这种作用会形成随机性的

振动
,

这种振动是影响其安全性和使用寿命的重要因素之一 因此
,

工程结构设计中正确地

确定随机环境下结构不失效的概率和可靠性指标是十分重要的
�

研究随机参数结构统计特性的最基本方法是数值模拟方法
【‘〕�

该方法是一种基于样本分

析的精确方法
,

但计算量大
,
所以常作为方法的比较而不能作为一种实用的工程方法

�

对于

含随机材料参数或几何参数受随机荷载作用且具有随机边界条件的不确定结构
,

随机有限元

法 已有较大发展
〔“‘“’�

边界元法仅需对结构的边界进行离散
,

‘

可以准确地模拟物体的边界
,

且所需计算工作量

较小
�

因此
,

近年来随机边界元法得到了发展
�

基于摄动技术
,

文献 〔� 〕中将随机边界元法

应用于形状不确定性结构动特性分析
,

文献仁� 〕则导出了形状不确定性结构静响应分析的随

机边界元法
�

近年来
,

分析结构可靠性多采用随机有限元法
� �

一

� �

本文首先导出正交各向异性 板
、

梁

组合结构的边界积分方程
,

基于随机边界元法建立了随机荷载作用下具有随机边界条件的正

交各向异性板
、

梁组合结构的可靠性分析方法
�

进而得到用于计算板
、

梁组合结构可靠性指

标的公式
�

算例表 明本文方法的有效性
�

� 广东工业大学土木系
,

广州 � �� ��。

� �生
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二
、

正交各向异性板
、

梁组合结构的边界积分方程

图 �所示为一正交各向异性板
、

梁组合结构
,

以板为基础
,

在板的横向平行地分布 着
“

根梁
,

梁固定在板上
�

由文献 仁� 〕可知
,

带有结构阻尼的正交各向异性板强迫振动的控制方

程为

“ � ‘”,伪
�口�切

日火�

� 口�幼 � 口�阴 、 口�切

� �从百无乏石少 十 刀
�

而刁 � 爪而
‘ 一� 十乙 外 ��

�

��

对第 �根梁
,

其强迫振动的微分方程为

�� 十玄刀,
�� �

。
口�出

口� �

,

� 口�田

十 �,� 今
一

丽厄 一 � 是 ��
�

� �

在方程 ��� �� 及 ��
�

� �中
, � , ,

� 名和 �
�

均为板的

刚度
,

� �二
, , ,

约是作用在结构上的激振力
,

田 �二
, 万,

约是板
、

梁的横向动力响应
,
而是板

的质量密度
, 而。是第�根梁的质量 密 度

, � 。,

�是是板与第 �根梁之间的相互作用力
、

� 是梁的

材料弹性模量
,
� 。是第九根梁的截面惯性矩

�

由于梁和板固结处有相同的位移
,

并且咖

� 一 � 孟
,

引入 � �� � �
一
占函数后可得板

、

梁组合

结构的强迫振动控制方程为

�
�

一
�

�

一一一—�
产二

一�一
一一�一三一一一—

图� 板梁组合结构
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假设激振力�声
, 刀,

动是时间的简谐函数
,

即当
卜

� ��
, 刀 , 们 � � �、 , 刀� � � � 口

。 、

司

则结构的横向振动位移可写成

二 扩�
, 万,

幻 � 班 伙
, 夕�� � � 仁‘。月

其中 。是激振 的圆频率 � ￡一斌厄
一

�
,

于是结构振型不的控制方程为

、, 、 ‘。
。

�
�
。

,

豁
一
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戳
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其中
�
是梁的根数

, 叮是结钩中板刊阻尼系数
,

刁。是结构中每根梁的阻尼系数
�

在线性比例阻尼时
,



板梁组合结构可靠性分析的随机边界元法

口
叮� �互一二尸

�口月

�
�

��

其中 刀是。与。
。

的函数
,

当激振圆频率。接近不同的模态固有圆频率。
。

时
, 刀将有不同值

�

在
�

具体计算时
, 当。位于每一阶模态的半功率频率带宽内时

,

按式 ��
�

��计算出 刀�。
, 。

。

�,

当。在其他频率范围内时
,

将结构作无阻尼处理
�

以研
肠
作为权函数乘方程 ��

�

��的左右两边
, 然后在板的定义域口内进行积分

,

经分部 积

分并应用格林 �� �� � � �公式可得

�
。
、�

�� � 、� �
�
。 �

嘿
一

� ��
�

箫
一

卜�
�
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, �“十 �‘� ‘。��
二“‘� ”“厂 ��

�

��

式中

其中

△�研
苦�� �

肠�
二 一 �

。
口�

关

一
�

一不 一 十
� �

口牙
口刀

一

� 忿一附 � 誉

�
二

� �是相应于弯矩的微分算子
,
�

,

� �是相应于等效剪力的微分算子
�

当权函数附
肠
是问题的基本解时

,

即满足

�� 十 �。�
�
�

� 口� �
书

口大 �

� 少砰
‘ � 少砰

‘ 、
么

�

� “刀
�

丽而西
� � 认

�

币少 �� 六
� ‘十 ’”“’尤 ‘’

� ��
关

口刀�
乙�夕一 �

。
�

一

�
。 �

鑫
。 �“、。

一
,
�
。 “

� 一占�

一
, 乙‘“一

�
��

�

��

贝吓式 ��
�

� �成为

� ,
附

, 一�
。� �

’�“ � �‘十 ‘。, �
二八 �‘扩 ‘ , �‘

一 ”

��
�

��

其中

�� � �� , , , , �〔口�

�� � �� 沙
, � , �� �’�

�丫� �� , , 之�, �〔日 日�
’

�

�氏一乳。

一

了‘�少
江

、
�

一一
�

��

而� ,
为边界点� 的两切线夹角

�

式 ��
�

��即为正交各向异性板
、

梁组合结构的边界积分方程
�

三
、

随机边界元法

对边界积分方程 ��
�

� �,
利用边界元将边界离散并由构造边界元代数方程的一般步 骤 得

到一组线性代数方程
,

用矩阵形式表示为“ 。 �

�� 〕� 二 �� 〕� � �犷卜 ��
�

��

式中 �� 」
,

〔� 〕均 为系数矩阵
,

�
,
尸分别为边界节点位移和面力组成 的 向量

, �犷�为体
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积力引起的等效荷载向量
�

对于含随机参数的问题
,

基于 � � � ��
� 级数展开

,

将随机参数的影响统归为一个等效 随

机体积力
,

则式招
�

�� 变成
仁” 了

〔� 〕� � � �� 〕么� � 〔�
, 〕� 刀� 〔�

�

〕� 犷 ��
�

��

式中 〔� , 〕和〔�
�

〕均为系数矩阵
,
八�

,

八尸 分别为节点位移 �
、

面力 � 的随机偏量列向量
,

八刀和么犷为内点� 及边界节点上阻尼系数的随机偏量
、

体积力的随机偏量组成的列向量
�

引入边界条件
,

式 ��
�

��整理为

�� 〕么� 二 �� 〕� 粉

式中 八� 为边界节点未知量随机偏量组成的列向量
,
从而可得边界节点位移和面力分量的

均值和协方差分别为

叉 � 【� 〕
一’
� ��

�

��

�
。 。

�八� �一 仁� �
一 ‘

��  !
。。

( 么百) [R j
少

〔A 〕
一 T

(
3

.

4
)

对于结构边界随机时
,

同样 由文献〔1 1」可得

〔H 」八U = 「G 」八尸十 〔Q 〕△Z ( 3
.
5 )

式中 仁Q 〕为系数矩阵
,
八Z 为边界节点坐标随机偏量的列 向量

.

引入边界条件
,

式 (3
.
5)整理为

[A 〕△X ~ [Q 」△Z (3
.
6 )

进而可得边界节点位移和面力分量的均值和协方差分别为

戈~ 〔A ]
一 ,

K (
3

.
7

)

C
。”

(
△X ) = 〔A ]

一 ‘
[ Q 〕C

。。
又八Z ) [Q 」, [ A 〕

一 ,
( 3

.
8 )

考虑到阻尼
、

边界和荷载均为随机且三者相互独立
,

可应用叠加原理求得三种情况并存

时边界点位移或面力的偏差和协方差
.

四
、

}植和L结构的
一

可靠性指标

由可靠性理论知
,

受到随机激励的工程结构的
一

可靠性不仅与激振力有关
,

而且与结构的

振动特性有关
.
即 固有频率 。增大时

,
一

可靠性指标刀增大
,

失效概率尸
,
减小

; 当阻尼系数叮增

大时
,
可靠性指标增大

,

失效概率减小; 当激振的功率谱增大时
,

可靠性指标刀下降
,

失效

概率尸
, 增大

.
可见

,

受到随机激励的振动系统的可靠性与系统的振动特性有着密切关系
.

设结构可靠性分析中已知一组基本随机 变 量 X 一 (X
I,

X

Z ,

⋯
,

X

。

)

, ,

则描述结构的

功能函数为g (X )一 g (X
:,

X

Z ,

⋯
,

X

。

)

,

相应的极 限状态方程为g (X )= 0
.
基本随机变量

i( i一 1
,

2
,

⋯
, 。

)可以是荷载
、

几何尺寸
、

材料特性参数等
.
强度 向 量 R = R (X )= (Rl

,

凡
,

⋯
,

瓜)
,

和荷载向量 s 一s (X )一 (Sl
,

从
,
⋯

,
S

,

)

, 可以是振型
、

应力
、

位移等
.
于是

结构功能函数g (x夕也
一

可改写成川R
,

S 八 川R
,

S ) <
O 表示超过极限状态的情况

,

为失 效 状

态
。

g
( R

,
S ) >

O则表示结构处于安全状态
.

本文研究随机荷载作用下
‘

具有随机边界条件 的正交各向异性板
、

梁组合结构的可靠性
.

把随机参数影响统归的等效随机体积力模拟化为一随机场 (正态 ) 厂(x
,

功
,

则得到基本随

机变量 组X 是 O 点及边界点处等效随机体积力的随机偏量所组成的向量
,

它们是一组有相关

性的变量
,

须变换为一组相互独立的变量处理
「‘2 了.

为此
,

先求出 X 相 关系数矩阵〔L
,

」的特

征值和特征向量
,

得到矩阵〔A 〕和〔幻
,

使
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〔L
:
] = [A ]〔久〕〔A ] ,

4 弓6

(4
.
1)

令

Y = [斌丁〕
一 ‘〔A 〕(〔B 〕X + {厂}) (4

.
2 )

其中
,

O

(
4

.

3
)

(
4

.

4
)

、己........、
了
......r产

{犷}

劣 1

W
l

至2

砰
2

劣 ”

附
二

也即

X = [B ]
一 ‘

( 〔A 」[斌 凡]Y 一 {厂})

这样相关的X 就转化为一组相互独立的标准正态变量 y
.

由随机边界条件可得

g (X )”夕(X
O
) + v 夕(X

”
) ( X

一X
“

) ‘ G (Y )

其中迭代初值为

X
。
二 (易

,

熟
,
⋯

,

几)全

因而

(4
.
5)

(4
.
6)

(4
.
7 )

、。(x
。

, 一
(斋

,

蛊
,

一 岛)!
*一二。

(
4

.

8
)

结构 可靠性指标计算使用迭代法
,

每次迭代基本变量的设计验算点值X 犷(i~ 1
,

2
,

⋯
,

n) 都变化
.
严格说

,

这时用边界元法求解未知变量的矩阵〔A 〕和随机荷载 (等效随机体积力)

矩阵笼厂}也都不同
,

每次迭代都要重新形成矩阵〔A 〕和笼犷}
,

解方程
,

求偏导数
,

然后 求 灵

敏向量a
,

计算新的验算点
.

综上所述
,

基于随机边界元法计算结构可靠性指标刀的步骤可归结如下
:

1
.
由随机边界条件的迭代初值 X

“

计算V g( X
。

)

;

2

.

求〔L
二

」的特征值和特征向量
,

得到「A 〕和〔们;

3
.
建立矩阵〔B 」和 {犷}

,

确定迭代初值X
。
一 (勇

, ,

几
,

⋯
,

几) , ;

4
.

计算迭代功能函数值 V G (y )

v ‘(y )一v g (X )箭
aX

、 [心说〕
,

[ A 〕, 〔B 〕
一 ,

V 习(X
。

)
(
4
.
9
)
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5
.
计算灵敏系数向量诬a}

笼a }
V G (Y )
}V G (y ) }

(4
.10)

6
.
计算新的验算点值{y 卜(

‘十‘)及{X }(
‘

一

卜‘
)

(
续
.
2一)

1」产
a

r之.

一

Y一G一)十仔}Ya
(

勺
、

G丫
了

一V

塑一一尸Y
资‘.

谧X }(‘
十 ‘) = [ B 」

一 ‘

( [
A ] 〔澎丁〕Y (

‘+ ‘)一 {厂}) (4
.
2 2 )

7
.
计算结构可靠性指标刀

刀一M 口
补
}
T
{ Y

,
} (

4
.

1 3
)

式中 {Y ,
}为设计验算点的坐标

;
刀的几何意义是坐标原点到失效边界的最短距离

.
由此可

见
,

只 要求出了设计验算点 的坐标笼犷
关
}

,

即可求出可靠性指标刀
.
由于未知量的个数多于方

程的个数
,
需迭代求解

.

8
.
判别G (X )是否满足精度要求

,

否则重复步骤6、 8 ,

9
.

迭代收敛后
,

可由刀值计算失效概率

P f= 1一巾 (刀) (4
.
14)

五
、

算
‘

例

图 l所示的四边简支正交各向异性板
、

梁组合结构
.
结构参数如下

板的几何尺寸 高度 又宽度一4 58c m X 15 5c m

板的面质量密度 而一1
.
5 19 x lOZk g /c m

板的刚度 D
,

二 1一36 只 l oON
·

c

m

D

:

=

1

.

x l s
x

l o

6

N

.

e

m

D

s

~

6

.

4 o 3
x 一o 6N

.
e m

在板上
,

水平地等间隔平行地配置 9 根相同的加强刚性用的刚性梁
.

梁的抗弯刚度 E l。 ~ 1
.
2 1 4 X

10
‘Z

N

·

C

m

梁的线质量密度 杭。一8
.
8 00 k N /c m

在板
、

梁组合结构上作用有集度q ~ 65 N /c m
Z
的脉动压力

.

在计算中假设作用在板
、

梁组合结构上的随机荷载是连续分布的
.
将结构划分成纵横向

7 只 3 二 21 个小区域
.
假设在每个小区域上作用着均布的脉动荷载

,

并将此分布荷载用一个作

用在该区域几何中心的等效集中荷载来代替
.

设随机荷载是二维正态随机场
,

即

V = 犷[一+ 拼几(x
, 万)〕 (5

.
1)

其中 夕为均值
,

创x
,

川为归一化的正态随机场
,

取 拼= 3 %
,

结构的阻尼系数按式 (2
.
5 )作

近似估计
,

随机场几(x
,

川 的相关模式分别假设为
:
(l) 三角型; (2)指数型 ,

(
3

) 二阶A R 型 ;

(4)高斯型
.
为了便于比较

,

取各相关模式的相关尺度相同
.

设功能函数为
g (V )二 1

.
36环、一砰

‘

(
5
.
2
)

式中 附
‘
为i第个振型

,

评
‘
为F 取均值时邵

‘

的值
.
计算板

、

梁组合结构可靠性指标 刀
,

结果

列于表 1
, 其中

。
为数值积分的高斯点数

,

N 为边界单元数
.
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表 1 受随机均布荷载作用的四边筒支板
、

梁组合结构可雄性指标刀

n二3 n= 9
相 关 模 式

24 36 N = 12 24 36

三 角 型

指 数 型

二阶A R 型

2
.
4 03

2
.
315

2
.
321

2
.
414

2
.
286

2
.
291

2
.
647

2
.
623

2
.
624

2
.
6 64

2
.
601

2
.
604

2
.
658

2
.
587

2
.
598

高 斯

表 l说明
:
用本文方法计算结果关于单元的收敛性较好

,

对每种单元划分也一般只需迭

代两次即可达到收敛
.
保持了边界元法所需单元少而精度高的特点

.
板梁组合结构的可靠性

指标刀的值与区域积分时所取高斯点数有关
,

三角型 区域积分取 3个高斯点时
,

较 取 9个高

斯点夸大了单元间随机相关性
,

故计算刀值的结果也相应较小
.
由此可见

,

应 取 9 个高斯点

为宜
.
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