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摘 要

将 K oi te r 理论和奇异摄动理论中的边界层法相结合
,

处理加筋圆柱壳无因次化非线性边界

层型K ar m a n 一 D on ne ll 方程由分支点和边界层导致的双重奇异性
,

提出轴压加筋圆柱壳K oi t e r -

边界层奇异摄动法
.

对 A S一2壳分析表明
,

本方法具有很好的计算效率和计算精度
,

与数值解相

比更能揭示其内在的影响规律
。

关键词 奇异摄动理论 加筋圆柱壳 屈曲和后屈曲

一
、

引 言

轴压加筋和不加筋圆柱壳屈曲和后屈曲的研究
,

经历了近一个世纪的发展历史
.

经典线

性理论的预测值与试验值的差异主要归结为前屈曲变形
、

边界条件和初始几何缺陷的影响
〔‘’.

壳体屈曲和初始后屈曲的一般理论首先由K oi 七er
〔2 ’创立

,

实用标准化方法由 B u d ia n s k y
’

“’

给出
.

为了计及前屈曲变形
、

边界条件和初始几何缺陷 的 影 响
,

Y a m aki
〔‘’,

A r b o c z 和

H ol
〔5 , 以及 F lo r e : 和 G o d e y[ 6 ’分别采用 G al e r k in 法

、

微分方程
“

打靶法
”

和有限元法等数

值方法对K oi 七e r
理论的各级线性化摄动方程进行数值解

.

沈 惠申
、

陈铁云等
〔7 ”〔”’将 K ar m a n

一
D o n n el l 方程化为边界层型方程

,

采用奇异摄动理论
〔。’
中的边界层法进行求解

,

提 出 了
“

边界层理论
” .

加筋圆柱壳无因次化非线性边界层型 K ar m a n 一D o n n el l方程
,

具有由分支点和边界层

导致的双重奇异性
.

本文将 K oi te
r 理论和奇异摄动理论中的边界层法相结合

,

对此双重奇

异 性分别处理
,

提出轴压加筋圆柱壳K oi t e r 一
边界层奇异摄动法

.

首先采用 K oi 七er 理论将纵

向加筋 圆柱壳无因次化非线性边界层型K ar m a n 一D o n n el l方程逐级化为线性的边界层型方

程
,

然后将每级线性化的边界层型方程采用边界层法求解
.

文中为了计及前屈曲变形和边界

条件的影响
,

采用 G al e r ki n 法对正则分支屈曲载荷进行修正
.

对 A S 一 2 壳〔’0 ’的详细计算和

分析表明
,

本文提出的奇异摄动法具有很好的计算效率和计算精度
.

从理论分析中给出的若

干结论
,

具有较大的理论意义和实用价值
.

1 武汉交通科技大学
,

武汉 4 3 。。6 3
.

2 上海交通大学
,

上海 2 0 0 0 3 0
.
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二
、

基本表达式及无因次化

考虑半径为R
、

壳厚为t
、

长为L的加筋圆柱壳
.

壳体中面上的一点由轴向坐标X 和径 向

坐标Y表示
,

壳体中面上法向位移W 向内为正
,

且初始几何缺陷研
劳
满足

JW
关 }《R

,

!研
,

艾}《 1 ,
}砰

,

萝1《 1

由扁壳理论
,

可以得到如下 以法向位移研和应力函数F 表达的加筋圆柱壳非线 性 K a m a n -
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方程 ( 2
.

5 )为无因次化非线性边界层型 K a1’ m a n 一D o n n el l方程
.

当应用方程 (2
.

5 ) 进行加筋

圆柱壳屈 曲和后屈曲分析时
,

由于具有由分支点和边界层导致的双重奇异性
,

数值解对此的

处理存在着较大的 困难
,

木文采用K o i七c r 理论和边界层法相结合的奇异摄动法进行求解
.

三
、

完善壳体的K of t e r 一边界层奇异摄动解

在分支点附近
,

假定解可作如下渐近展开

。。

(几
, , x , 双, 。) + 刀二 1

(、
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式中 理 。 ,

f
。

为前屈曲法向位移和应力函数
, 。 1 ,

f
,

为分支屈曲法向位移和应力函数小增量
,

叽
,

f
。 (k》 2 )为初始后屈曲法向位移和应力函数 ; 心

。

为分支屈曲载荷
, b 。( k) l) 为初始后屈

曲载荷系数
, 刀为分支屈 曲模态幅值

.

根据奇异摄动理论中的边界层 法
, 二 。,

f
。
(k > 0) 可以

假定为

。。一。1o) 、
一

二扩’十 二沪
,

f
。一 f护’ + 片

, + 八
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.

2 )

式中 功护
’,

f lo) 为外部正则 解
, 切护

,

f扩
’和 二tI)

,

f扩’分别为 x 一。端和、一 二端内部边界层

解
.

边界层变量舀
,

亡被定义为
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由于对称性
,

仅给出 x ~ o端的边界层解
.

将上式及式 (3
.

1) 和式 (3
.

2 )代入 到式 (2
.

5 )
,

得前

屈曲
、

分支屈曲
、
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:
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分支屈曲方程和其后的后屈曲方程中
,

由于纵向加筋圆柱壳周向波型参数刀刀与
。
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,
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: 的渐近展开式

, 需要引入以下周向坐标转换

。一乒
。一 , ,

丫

其中 , 为仅与纵向加筋有关的常数
.

为方便起见
,

符号中的上划线被省略
.

正则分支解为

QUn乃

、..、
,

了!少
刘

“ )

川
“’

= ZC o s i n m x s i n 夕

一 : e「
。

丫黑
一包卜

。‘

洲 (竺奥
一包 : : + 。2

、+ ⋯ 1
。i n o x 。 i n 、

L 、“丫
一

凡 / 莎4下
一 \￡; 下 万‘ / J

刀一护
�y

、恤,产

叭
八

正则分支屈曲载荷为

凡留 - 耳或
十

其自
4 十丝、一 :

州
十。, 「( 、

2 十

艺 L 公毛下
一

m
‘ \ ￡瑞 / s 摇 J L \

m Z 一 e ‘, 4

s4 丫2

/ ‘2 川 Z e ‘s :
.

、1
一 . 一

一 1 一一

—
十 匀 口 l十

’

二

\￡摇护
一

‘4 / J
( 3

.

10 )

分文屈曲边界层解为

阴l
‘)一 _ ZC·号

警
“‘n 沪‘e X p 卜

a ‘〕“‘n 、

f釜
‘’一 Z C·晋

号{
Z a 叻

s ,
(功

“ + a “

)
“

e o s价省

「 必
2一 a “ 自 1

. 。

、
一 l一 - 不 ,

下
一

石
亏 一一 I S i n 动之 矛e X p l一 a 氏 1吕 I n 刀 十 ⋯

L S I Lp
一

十 a 一

厂 句 J
‘

一
,

- - - - - !
( 3 一 l)

上述分支屈曲边界层解不能满足高阶边界层分支方程
,

为此应用G al e r ki n 法

l:
‘

l:
〔L !
‘。

1 ,

f
l

,‘
1 一 L Z

‘切
1 ,

‘
!
’功

!〕“X d “一。

对正则分支屈曲载荷进行修正
,

得计及边界层影响的分支屈曲载荷

、.产山今乃O/吸、

、,....性、了1...,
-

才
一

「( 。
2 + :

丛
一弓毕

乞、
汀仅 Li \ ￡ 1 5 艾 /

几, 。

3a一帅

忿2+一(o)那
斑

凡
了..1
.1‘

l
、

1 + 巴
人洲

2

2 “s , a (功
2
+ a Z

)

e : 一些互全 : “

5 1 十 下
s ;
(价

2 + a Z

)

“一价
“

2 + a Z

3 后屈曲

后屈曲分析需要补充如下可解性条件
:

‘

l:
〔L 】

(。
, ,

,
。) ,

1 一 L Z
(W

·,

f·)。
1
〕d x d , 一。 ‘“> 2 ,

( 3
.

1 3)



4 64 孙 海 虹 陈 铁 云

二阶后屈曲正则和边界层解为
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根据Y a m a k i‘4 ’的方法可以计及初始几何缺陷对 陷曲载荷的影响
,

具体推导见文〔1 2 〕
.

无

因次化初始几何缺陷具有如下形式
:

功爷一Z C 。拼a , s in m x s in n g + ZC ￡拼: 。e o sZ切x + ZC。
。: e o sZ n刀 (3

,

18 )

四
、

数值算例

本文对A S 一 2纵向加筋圆柱壳进行了比较详细的计算和分析
.

A r b o c z “。“和 S im it s es 〔‘“,



轴压加筋圆柱壳K oi t e r 一边界层奇异摄动法

对该壳采用不同的边界条件和初始几何缺陷形式给出了专门讨论
.

A S 一 2 壳几何和物理参数

见表 1
.
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试验给出的屈曲载荷为2 2 6
.

3 N /c m
.

本文摄动公式给出的外部正则解 (经典分支屈曲载

荷 ) 为22 8
.

98 N /c m
,

与A r b o c z “ ‘〕的计算结果一致 ; 考虑边界层影响 (含前屈曲非线性和

边界条件) 给出的分支屈曲载荷为 2 3
.

8 00 N / c m ; 考虑测量的初始几 何 缺 陷 拼, , 一 0
.

02 4 ,

拼2 。
= 一 0

.

0 0 5和拼
。: = 0

.

0给出的屈曲载荷为2 2 6
.

4 6 N / e m
.

A r b o e z 取C C 一 4边界条件和 3 0个

缺陷模式给出了他的最好计算结果 24 3
.

80 N /c m
,

取更多的缺陷模式和B 一样条缺陷拟合对计

算结果没有明显改善
.

这说明 A r b o c z 所取的 C C 一4 边界条件与试验条件有差距
,

而且对于

以一个不对称屈曲模式为主的纵向加筋圆柱壳
,

取多个缺陷模式并非合适
.

Si m i七s e s
取C C

一3边界条件和三种不同的缺 陷模型
,

给出了与试验吻合的计算结果
,

但在他的计算中缺陷模

型与实际的屈曲模式有出入
,

缺陷模型为何如此选取缺乏理论依据
.

本文在计及 与屈曲模式

一致的测量的初始几何缺陷后给出的屈曲载荷与试验结果非 常吻合
,

这说明了本文理论的合

理性
.

图 l显示了屈曲前三种加载情况下的前屈曲变形
,

随着加载的深入
,

前屈曲变形越来

越明显
.

图 2 显示了A S 一 2壳的缺陷敏感性
,

正的拼: , ~ 0
.

0 24 和负的脚
。,

内
2

的缺陷组合使屈

曲载荷下降最大
,

但 脚
。,

脚 : 的影响较小
.

图 3 和图 4 显示 了边界层对屈曲载荷的影响及缺

陷敏感性因子随着B a七d o rf 参数Z 的变化曲线
,

B at d o rf 参数升高
,

边界层影响及缺陷敏感

性因子降低
.

以上这些结果 与已有的试验结果完全一致
.
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结 论

本文提出了轴压加筋圆柱壳 K oi te r 一边界层奇异摄动法
,

将K oi t er 理论和奇异摄动理

论中的边界层法相结合求解轴压加筋壳无因次化非线性边界层型 K a r m a n 一D o n n el l方程
.

从文中的理论公式可 以直接给出如下结论
:

( 1 ) 由 (3
.

10 )式
,

纵向外加筋 (
e : < o , e Z

< 0和 e‘= o )比纵向内加筋具有更高的屈曲载

荷,

(2 ) 由 (3
.

1 2 )式
,

边 界层影响关于小参数
。
为一阶量 ;

( 3 ) 由 (3
.

16 )式
,

缺陷敏感性关于小参数
。
为一阶量

.

对于具有比较详细试验数据的 A S
一 2纵向加筋圆柱壳

,

本文给出了与试验值非常吻合的

计算结果
.

可以预计的是由于径厚比较小的轴压圆柱壳首先在边界附近发生弹塑性皱曲
,

卸

载之后再发生不对称分支屈曲
『“ J,

本文的理论对这类问题的分析具有 良好的前景
.
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