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充分发展管流计算中的一种方法
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1
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摘 要

本文结合摄动法
、

伽辽金法和有限差分法求解小曲率及小D e a n

数情形下充分发展的弯曲 矩

形管中的二次流流雨数功
、

轴向速度 二
,

该方法避免了直接求解N一S方程的巨大工作量
,

也克服

了通常流函数法中构造高阶差分的困难
.

小曲率
、

小 D
e a n 数情形针对不同宽高比的计算结果与

前人的计算与实验结果对比表明
,

该方法是成功的
.

关键词 弯曲管 伽辽全法 D e o n 数

一 日! 言、 、沪 . 矛 l

自从 D e a n (1 9 2 8 、〔
7 3
对弯曲圆管流动现象的开创性研究工作以来

,

弯曲管的流动结构及

其对传热传质等方面的影响的研究一直受到流体力学工作者的 重 视
.

B e r g e r ,

T al b o t 和

Y a o (19 8 3 )等
〔‘〕及N a n d a k u m a r 和 M a sliy a h (1 9 8 6 )

「3 」
等都对此作了详细的综述

.

弯曲管

流中由于离心力的影响
,

存在复杂的二次流现象
,

在小 D e a n 数情形
,

二次流表现为一对反

方向旋转的涡对
;
在大D e a n 数情形

,

二次流表现为两对反方向旋转的涡对 (L y n e型四涡 )
,

在过渡区存在 多解现象 (M
.

S e lm i
,

K
.

N a n d a k u m a r & W
.

H
.

F in la y (1 9 9 4 ))
t s ’.

在数值解方而
,

一般有以下三种方法
:

初始变量的N
一

S 方程
。

涡一流函数一径向速度法 (势
一
。

一切)
,

单流函数一径 向速度法 (劝一 :。 )
.

它们各有优缺点
,

单流函数一径向速度 (劝
一

哟 法未知量

最少
,

但流函数方程为四阶
,

边界附近的高阶差分格式较难构造
,

所以 应用的不多
.

但是M
.

S el m i
,

K
.

N a n d a k u m ar 和W
.

H
.

P in la y 等 人
.

钎对旋转带流问题采用拟谱方法进行了

数值求解
,

即假设势
, 。展开为切比雪夫多项式

N 一 I N
,

一 1 N 一 I N 一 i

劝~ 兄 E 卿沂柔(们别 (引
, 二~ 艺 兄 C :

。
尸: (们 z : (引

其中R 票
,
尸篇

,
Z 雳和 Z 等是切比雪夫多项式的线性组合

,

无滑移
、

无穿透边界条件
,

并令在给定点 (七

ZN
,

N
:

阶的非线性代数方程组
,

其数值结果

h e G a u s s

适当选择刀票
,
刀:

,
Z 户和Z 算使其满足

p oi n ts )
_

仁满足控制方程
,

得到一组

令人满意
,

详细情况请参见文献 【2 〕
.

但是该方

法计算量较大
,

对于木文小曲率
、

小 D e a n 数情形是不合适 的
,

所以我们寻求一种 更简便的

计算方法
,

新方法在小曲率
、

小 D e a n 数情形取得了令人满意的结果
.

卜海大学
,

}几海市应用数学和力学研究所
,

上海 2 。。。7 2
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二
、

控 制 方 程

在图 1 所示柱极坐标系下
,

矩形管中充分发展的流动控制方程为

图1 弯管流中的柱极坐标系
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在小曲率即d一 d 、/ R《 1 ,

d 、~ Za b/ (
a + b) 情形

,

可将上述控制方程写成如下的 少功形式

I 口功 口 a叻 口 、
。
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鲤
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_ G 心
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+ V Z切 (2
.

6 )

田 ,

d 。二 Z a b / (
a + b )

,

x , 夕都 已经适 当的无量纲化
,

其中R 为弯管曲率半径
,

甄为轴向平均速度
,

G 一一 aP / a二
.

此时边界条件为

‘一 0, 切一”
,

器
一。 / 一士

坑
‘一 0, ? 一“

,

尝
一。 , 一 士
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秃与 D e “n 数满足关系式刀 e即 = 衬 豆福
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三
、

方 程 的 求 解

(2
.

5 )
、

(2
.

6) 两式构成一组藕合的非线性偏微分方程组
,

精确求解几乎是不可能的
,

寻

求一种较好的近似解法正是本文 的目的
.

我们知道
,

在直管情形
,

(2
.

5 )和 (2
.

句成为
:

劝
。

= 0 (3
.

2)

v Z“。

“一 c (3
.

2 )

假设
e 二 2 ,

求解 (5
.

1)和 (3
.

2 )得
:

劝
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4 )

在弯曲管流情形
,

我们假设y , 田有以下形式渐近解
:

川二 阴
。十 k切

; + 掩
“切 : 十 ⋯

劝~ k叻; 十护咖十 ⋯

(3
.

5 )
,

(3
.

6 )代入 (2
.

5 )
,

(2
.

6 )两式得各阶摄动方程
:

人
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7 )式的解就是 (3
.

4 )式
,

(3
.

5) 式是一个四阶微分方程
,

构造差分离散格式较为 繁 锁
,

需

九点以 上的格式
,

而且边界附近又需特别处理
.

故本文采用伽辽金法来求解咬3
.

8 )
,

基 于 问

题的对称性
,

我们先考虑夕> o的流动区域
,

此时劝
,

应满足如下边界条件
:
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(3
.

1 1 )式满足各项边界条件是显然的
,

为了确定娜
.

1山 系中的系数
。。 。 ,

由伽辽金法可得

ff /
月

口田
。

、

JJ气v
’

势
‘+ 切“

可
一

)
’

卯仇 ”

一。 (m
, ”一 ‘, 2 ,

(3
.

1 3 )

积分后得到含有N
:

N , 个‘二 。

的线性方程组
,

采用 G M R E S 方法求解该系统从而确定这些待

定系数
‘
。得到流函数的一阶近似解

.

(3
.

4 )和 (3
.

11 )两式代入 (3
.

9 )式
,

用差分法可解 得 轴

向速度的近似解。 , .

从而得到方程 ‘2
.

5 )
、

〔2
.

6 )的一阶近似解
.

四
、

数 值 结 果

为了检验本文方法的可行性和正确性
,

针对不同的宽高比 (d二b/ a) 进行了计算模拟
,

部

分计算结果见图 2 , 3 , 4
.

图 2 为 D e a n 数等于80 的方管流动二次流流函数 劝
,

及轴向速度二的

分布图
,

图 3
、

图 4 分别表示弓= 2 ,

D o an 一 1。。和 乙~ 4 ,

D e all 二 1 00 矩形管流动二次流流函数

咖及轴向速度田的分布图
.

从图可看出
,

弯曲管道流动 中
,

由于受离心力的影响
,

流体被 挤

向外壁
,

反映在轴向速度 图
_ _

卜就是极大速度值出现在靠近外壁附近
,

对比直管流动的速度分

布图 5 明显可看出轴向速度对比直管情形的偏离程度
.

从图 2 , 3 , 4 还可知
,

管中流体被挤

向外壁的同时还被对称地挤向上方和下方 (关于 夕一o 对称)
,

使得轴向速度在万方向出现两

个最大值
,

这与前人的计算结果和实验是相符 合的 (参见文献〔2」
、

[ 3〕)
.

图 6 是B
.

B ar a ,

K
.

N a n d a k u m a r和 J
.

H
.

M a s liy a h等人的计算结果 (d二 1 ,
D ea n = x 2 3 )

.

60-.00
一 1

.

洲
oo r了

一

0 5 0 一 0
.

00
~

~

勺 气 一, ~

0
.

5 0
了 ,

一尸了 、 叮 一
了

加
1

.

t冶

()
.

5 0
得
。

t

s。

气
。

·

哭
二二二二二二砂二: 」

一 0
.

0 0 0
.

5 0

级 的
0O

图 2 己二 D e a n = 8 。时二次流流函数叻
1

及轴向速度。

{
‘

马
{

。
.

。

立
l

O
一

oo 乌一占‘目一占

一
~

~ ~
一 0

.

7 5 一 0
.

5 0 一 0
.

2 5 0
.

0() 0
.

2 5

_ 翩
0 5 0 0

、

了5

图3 占二 2
,

D e a n “ 10 。时二次流流函数咖及轴向速度二



充分发展管流计算中的一种方法 2 9 5

2
,

5 0

2
,

2 9

2
.

0 8

1
.

8 8

1
.

6 7

1
.

4 6

1
.

2 5

1
.

04

0
.

8 3

0
.

63

0
.

4 2

0
.

2 1

0
.

00
一 0

了
飞

一

0
6 3 0

图4 d 二 4
,
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恐
.

门愁

图s d二 2直管流动轴向速度分布 图 6 二涡型流动轴向速度分布 [文献3 ]

五
、

结论与讨论

弯曲矩形管流中
,

随着 k数 (或D e a n 数 )
,

曲率的变化存在复杂的二次流以及由此引起

的复杂的轴向速度分布
,

二次流既可以是二涡型的
,

也
一

可能是四 涡型的
,

而轴向速度可能有

两个
、

或三个极大值点
.

本文考虑小 D ea n 数
、

小曲率充分发展情形
,

结合摄动法
、

伽 辽金

法和差分法进行了数值计算
,

得到了一阶近似解
,

二次流是二涡型的
,

轴向流动偏向外壁的

同时还被挤往上
、

下两方
.

这与他人的数值或实验结果相吻合
.

仁文采用的计算方法具有两

个优点
:

其一
,

方程未知量个数最少
,

经摄动法展开后简化了求解方程
,

即使原来的藕合的

非线性偏 微分方程解藕
,

转化成求解几个线性微分方程
,

求解计算量相应较少
; 其二

,

流函

数计算采用伽辽金法避免了构造高阶差分及边界特殊处理的麻烦
.

本文方法简单易行
,

可以

推广到其它形状截面或边界条件的弯曲流动 问题 (如 明渠流动 问题 )
.

〔1] K
.

N

d u e t s

参

C li ia a n d J
.

5
.

S o k he y
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