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摘 要

本文根据文【1 〕获得的多夹层扁壳非线性基本方程
,

求解了各种载荷及边界条件下矩形底 面

多夹层扁壳的非线性弯曲问题
,

多夹层板
、

扁柱壳在轴向压力作用下的稳定问题
,

以及一 般形状

的扁壳在边界作用力下的变形
.

关键词 多夹层扁壳 非线性 弯曲 稳定

求解矩形板的大挠度弯曲问题和后屈 曲问题的非线性方程
,

一直是较为困难的问题
.

一

般地
,

可以根据具体的边界条件
,

选用合适的级数
,

然后进行求解
〔“’.

刘人怀和成振强
〔“’应

用摄动法求解了简支夹层矩形板横向载荷作用下的非线性弯曲问题
,

成振强等
f 4 ’
采 用 混 合

P o
ur ie r级数精确地求解了矩形中厚板和夹层板的后屈曲问题

.

C h ia 〔5 了
采 用伽辽金法求解

了层合柱壳的振动和后属曲问题
.

本文的第 I部分 已推得各向同性材料无量纲化的多夹层扁壳的基本方程
,

从 中 可 以 看

出
,

当扁壳的初始曲率为零 (即 1 / R ~ 0) 时退化为平板
,

此时方程中板的面内变 形 部 分与

横向变形部分是由于大挠度而产生的非线性项才藕合的
,

若不考虑非线性问题
,

那 么平板的

方程是解祸的 (求解弯曲问题时 )
.

而扁壳由于壳体初始曲率的存在
,

在线性范围方程也是

藕合的
.

本文的处理方法
,

把以 上的藕合项一并处理
.

这样
,

采 用 混 合 F o u ri er 级 数 解

法
〔4 〕,

求解多夹层扁壳问题
,

求解的过程并不比求解平板问题的 过 程 复 杂
.

同时
,

一般说

来
,

弯曲问题和稳定问题是分开来求解的
,

而本文对于非线性弯曲和稳定
,

尝试用同样的方

法进行求解
,

使解题的过程简化许多
.

因此
,

这里用 与求解非线性夹层矩形板间题相当难度

的方法
、

过程
,

求解了多夹层扁壳的非线性弯曲和稳定问题
,

获得了大量的计算结果
,

而这

些结果有许多是壳休所独有的
.

一 其 太 卞 怨、 仁二r 二 尹 . ~ Z
, 户 月一且闷

多夹层扁壳的坐标如图 1 所示
,

本文的第 ( I ) 部分已经给出了基本方程
.

这里
,

首先
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图 1 矩形底面扁壳的坐标系

求解不考虑表层抗弯作用的方程 (即令勺 = O)
,

那么
,

此时的基本方程为
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,

有

“一

件锹等
一

吴
一

)
+

飘弩
一

扁
一

)一箫斋只
了了‘�户�一补

户

一口口一(l 口2

万 、2 日ZW
”一灭魂而 ) 一亩

l 护研
r

十万
.

而
牙 十

~

矛左 了
( 1

.

2 )
下一刀已一日

在求解壳体中面内不可移边界时
,

有

l一2
F ~ 汽f「夕卫

LL 日亡

口U
(警)

“+

盯缪
、

一

澎等
一

帐
+

翔
十 。

「 d 厂
儿 l

—
-

L d 刀

犷
日亡

几/ 口研、Z r
研 〕「

。 。

护万
十
认而

一

) 十 瓦天 」L‘
“

而
丁 十 ,

口“研
口亡

2 (佘刹
+ (卜

·
)心群

口厂
十

、

一下毛
-

0 g

. 。

口班 口邵\ 口2

研 、
十 滩一 万

二一

—
. 一二

二
二-

一
卜

d g d 叮 / d g d 刀 J ( 1
.

3 )

石F一户‘�不
r一�d口一

‘

、.,/
即一R十

1一RZ‘..、

十

n 口牙 了口
2

班
,

1 一 尹 。,

口2

砰 、
,

1 + 梦 。。

。 ~
一

魔 、万歹
.

十万
- 几 ~

‘

而不) 十
一

丁
几-

口W
口刀

一时
一q白

。 刁研 了
七 二 几

而
一

气
l 一 v 口2

研
. 。

口2

矿、
.

1 + ” 。

口研
十 几

一而
乏
少十万

一 几一百互

d “
环

厂

口亡口刀

口2
矽

.

口g 口刀
+

(分
月
一

句
“

群
口牙



多夹层板壳的非线性理论及应用 (1 )

—
扁壳的弯曲和稳定 2 9 9

在求解只有横向载荷作用的弯曲问题时
,

有 Q ‘一 0 , 若求解轴向压力 尸作用下的稳定及一般

的扁壳在边界作用力下的变形问题时
,

有O 一 0
.

相应的边界条件可以给出
.

现以简支边界
、

夹紧固定边界为例
,

有

简支

J任
省了、、

孟

l
气zleez

亡= 0 ,

瞥
一。

,

鲁
一 。

,

口2
中

a泞
2

口2
巾

日雪口叮

刀= 0 , 1 :

夹紧固定

雪= 0
.

1 :

口2

中
日雪

2

口么必

口雪口甘

研二 O,

研 = 0 ,

梦。= o ,

岁‘~ o ,

梦
,

一。
,

刁一 0 , 岁,
= O,

U 二

这里略去
.

0 -

O ,

犷一 O

下
厂 = o

j

(1
.

5 )

滑动固支
、

铰支边界的边界条件同样可以给出
,

下一节求解以上的基本方程

二
、

方程的求解

假设岁‘
,

岁 , 和牙具有如下形式的解

厂..l.eses.eses..eseseses

十

、...........!.砚.
8

梦‘。 (亡)
s in n 二刁

c

岁 ‘。 (互)e o sn 二刀

乙
。
岁

, 二
(。)。。

s。二心

乙
。

梦 , 。
(。)

。in 。二互

乙祠oo艺�

艺研
‘。 (‘)

。in n 二。
艺研

, 。
(。)

s i n 。二雪

一一

、..............

叭叭万

产‘.............

艺 乞 梦萝
。。 e 。S仇二‘s i n n 二。

饥
= 0 称 . 1

艺 乙 岁带
。。。 s i n m “亡c o “n “粉

爪 翻 I n = 0

E 艺 研盖
。 s i n m 二亡s i n n 二7]

仇 二 1 儿 = l

(2
.

x )

厂...............

+

这里
, 。
岁‘

,

(亡)
, 。
岁‘。 (亡)

,

W ‘
。

(亡)和
c

岁 : 。
(粉)

, :
岁 , 。 (粉)

,

研
, 。

(叮) 是 待 定 函 数
,
岁馨

。: ,

梦带。
。 ,

研戈
。

是待定常数
.

把 (2
.

1) 式代入基本方程 ( !
.

1) 式的前三个方程
,

同时把Q
,

F 作如下 的展开

Q = 乙 兄 Q 仇 , 。S i n 。二‘s i n 。二。,

尸一 艺 兄 尸。 。 s i n m 二雪s i n 。二。
仍 . ! ” . 1

(2
.

2 )
仇 . 1 介 . 1
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那么
,

可得有关
。
梦 ;

, , 。
梦。。 ,

研‘。 , 。
梦

, 。 , 。
梦

, 二 ,

W
, 。的常微分方程组和有关梦曹

。 。 ,

梦曹
。 , ,

牙盆
。

的代数方程组
.

然后结合具体问题的边界条件求解以上所得的常微分方程组和代数方程

组
,

在求解过程中
,

可把F 。视为常数
,

这样就得 到 了
。
岁‘

。 , 。
岁‘, ,

研。。 , 。
梦、

, ,
梦 , 、

牙
, 。和岁誉

。 。 ,
岁曹

。 , ,

研雳
二 ,

也就是解得了梦‘,
岁, ,

研
.

若是求解中面内可移动边界的问题
,

可假设小有解

巾~ 乙 中 。二 (亡)
、in n 二。+ 乙 中 , 。

(。)
sin m 二亡+ 乙 乙中君

。sin m 二雪sin n 二。

饥 . 1 介= 1
(2

.

3 )

同样
,
必 ; 。 (幻

,

少 , 。
(哟是待定函数

,

巾君
。

是待定常数
.

把 (2
.

3 )式代入基本方程 (1
.

1) 式的第四个方程
,

同时展开A
,

班 , 艺 乙 卫。
。 sin 。二乙sin n 二。

仍 = 1 公 , 1
(2

.

4 )

那么可得有关巾。。 ,

巾
, 。
的常微分方程和有关中类

,

的代数方程
,

求解这些方程可得 中、
, ,
中。。

和巾霖
, ,

求解中同样视A 。为常数
,

这样也就解得了中
.

在给定了Q。
,

F 。 ,

的情况下
,

就可以解得梦雪
,

梦 , 和研 ; 给定了A 。 , ,

可解得 中
.

在求

解弯曲问题时
,

载荷Q是给定的
,

那么由(2
.

2 )式所得的展开系数Q。也是确定的
.

解题开始

时
,

给定不的某个初始值万 (0)
,

那 么由 (1
.

2 )式可求得A 及按 (2
.

4 )式展开的系数 A 。 。 ,

此时

就可解得中的值巾 (l) ; 有了班 (。 ),
小 (‘) ,

由 (1
.

2 )式可得F 及相应的展开系数F 。二 ,

那 么又可

解得岁 {
‘ ’,

梦 ;
‘ ’ ,

研 “)
.

重复以上步骤
,

经 n
次迭代求解

,

可求得系列解少(l)
,
梦断

‘ ) ,
梦毒”

,

砰 (‘),
⋯ 中 (

” 一 ‘’,
少{

” 一 ‘’,
岁奚卜

, , ,

牙 (”
一‘) ,

小‘” ),
梦舀

”
),
梦 {

’
),

研 (” )
.

当 (
n 一 1 )次与

。
次

求得的解相当接近
,

满足精度要求时
,

就可以认为求得了巾
,
少。,

岁, ,

研
.

在求解中面内可移边界的弯曲问题中
,

基本变量 小
,
梦雪

,
梦

, ,

附 已 经解得
,

那 么广义

内力
、

应力
、

应变等诸多量就不难求得
.

这样
,

问题就得以求解
.

若是求解中面内不可移动边界的问题
,

可假设U
,

F 有如下形式的解

熟
(’) sill 傲

川熟
(? , 。。Sm

叫
斗 「}二 }
念厂“

”

(‘’C O S”““

} {触
扩

”那 (“, S‘” m “‘

{

(2
.

5 )

以下的方程与前面的过程 相似
,

不再赘述
.

若是求解稳定问题与边界作用力下的变形问题
,

方程 (1
.

1) 式的第三个方程 中
,

Q = 0 ,

而口
‘

存在
.

_

}:述解题过程中
,

只需把 Q 替 换成Q
‘,

就可以求解了
.

而解题步骤基本上是不

变的
.



多夹层板壳的非线性理论及应用 (l )

—扁壳的弯曲和稳定

三
、

弯曲问题的计算结果及讨论

上一节
,

巳经求得了弯曲问题的无穷级数解
.

在实际的计算中
,

需要在无穷级数中截取

有限的项来进行运算求解
.

那么截取 多少项比较合适呢 ? 经过试算
,

在计算中面内可移边界

的弯曲问题中
,

截取级数的前N 项
,

当N 一 5 ,

N 一 7时
,

计算所得的载荷挠度曲线已是相当

接近 ; 计算中面内不可移边界问题
,

N ~ 5时
,

已具有相当的精度
.

本文给出的算例中
,

材料常数取为

E , = 7o 3 1k g / m m Z , , = 0
.

3 ,
G

。
二 2 1 一 k g / m m Z

(3
.

1 )

E , , v是表层的杨氏模量
、

泊松比
,
‘

。

为夹心的剪切模量
.

并且用才表示表层的总厚度
,

h为

壳体的厚度
, n
表示多夹层板壳的层数

.

从图 1可以看出
,

壳体的上部受横向压力作用
,

此时载荷及相应的挠度的方向 与 z
轴的

正向相反
.

因此
,

算例的图中载荷Q
。

及中心挠度牙
。

前都有负号
.

图 2
、

3分别是
。一 5 , , ~ 7夹层方板四边夹紧固定均布载荷Q 。

作用下的非线性弯曲问题
,

图中示 出本文的计算结果 (实线 ) 与文〔6 〕的结果的比较
.

开始时两者符合得较好
,

尔后的

结果表 明文「6〕板的刚度较大
,

本文 的结果较小
.

图中算例 的参数为 几~ 1 ,

a/ h二 1 1
.

6 3 , 才/h

二 0
.

0 7
.

图 4是四边简支多夹层方板在静水压 (q二qo x/
。
)作用下的载荷与中心挠度关系的曲线

,

四根曲线 由 卜至下分别对应着
。 ~ 3 , 5 , 7 , 9 四种构造的多夹层板

.

从图中可看出
,

当壳厚

入与表层总厚度 t不变时
,

层数多的板显得较软
.

图 5 是四种不同边界多夹层方板均布载荷与

中
,

合挠度曲线
.

对于壳体
,

有R 雪~ R
二

/ a ,

R
,

~ 刀
;

/a
.

图6是四边简支方底多夹层扁球壳 (R
。

~ R ‘~ R , ~

0
.

7 2 5 )在均布外压作用下
,

层数
n 二 3 , 5 , 7 , 9 四种扁球壳的载荷与中心挠度曲线

.

从图上

看
,

随着中心挠度的增加
,

载荷呈现先增加后下降然后再上升的趋势
,

而壳体的实际变形
,

一般开始时随载荷增大挠度增大
,

到达C点时
,

挠度由C点突跃至 C
产

点
,

然 后 随 着载荷增

大
,

挠度沿曲线继续增大
.

因此
,

C点对应的载荷Q 。 ,

又可称为壳体的横向临界载荷
.

而这

是壳体在横向载荷作用下所特有的现象
.

图 7是
n ~ 3层的不同曲率 (R

。
- 一 1 ,

co
, 1 0 , 5 , 2 , 1 , 0

.

7 2 5 )的方底夹层 扁 球 壳简支

边界时均布载荷作用下的载荷与中心挠度 曲线
,

其中R
。

一 一 1 ,

即是 R
。

一 1 的 壳体充内压的

情形
,

R
。
= co

,

对应着方板
.

可以发现
,

R
。

较小
,

即壳较凸时
,

有横向失稳现象出现 ; 而R
。

较大
,

即壳体扁平时
,

没有横向失稳出现
.

图 4 、 13 的算例中
,

有参数几一 1 ,

a/ h~ 20
, 才/h 一 0

.

0 5
.

以 上的求解与计算过程
,

忽略了表层抗弯的影响
.

若需考虑表层抗弯的影响
,

那么基本

方程的第三式应 由下式代替

弊
+ ;

缎O‘ G 粉

+ L ,

研一 。fL 量研 - 一 。
(Q + F ) (3

.

2 )

把 上式改写成

口笋
,

。

口岁
,

一汉f
.

十 凡
一

万二

。‘ 口叮
+ L l

研 - 一 。
(Q + F

‘

)

(3
.

3 )

、...飞
、

矛?

F
‘

一尸 一 : ‘
L {w

, : ‘
一今 ~ D f

D
厂
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度曲线 ( 。 = 5
,

a / h , 1 1
,
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。
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.
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图5 不同边界的夹层方板均布载荷的载

荷与中心挠度曲线
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图6 简支方底多夹层扁球壳均布外压的载荷

与中心挠度曲线( R 。一。
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725 )

图了 不同曲率的简支方底央层扁球壳均布外

压的载荷与中心挠度曲线 (” = 3)



多夹层板壳的非线性理论及应用 (l )
--

一扁壳的弯曲和稳定

这样
,

基本方程的形式可以不变动
,

而F 由上式的F
产

代替
.

下面考虑边界条件
.

由于偏微分方程的次数升高
,

还需增加新的边 界 约 束 条件
.

在简

支
、

铰支边界时
,

有

(3
.

4 )

、ltz!产
n
�n�磐

-

等
-

滑动固支
、

夹紧固定时
,

有

(3
.

5)

、...、
古
才蕊
.月,

nU八曰

一一一一
砰一叱口一

亡一。
,

1:

叮~ 0 ,

a研
口叮

以 卜的解题过程 中
,

可以发现简支
、

铰支边界条件已得 到满足
,

那么以 上求解步骤求得

的解就是精确解
.

若是滑动固支
、

夹紧固定边界
,

条件 ( 3
.

5 )不能满足
,

此时求得的解与精

确解是有差别的
,

不过由于
: ‘

很小
,

在靠近边界的区域
,

两者会有一些误差
,

而其余地方就

相差很小
.

下面以四边简支受均布载荷的
n 一 3 层方板为例

,

看一看表层抗弯对计算结果的影响
.

当

州人一 0
.

0 5时
,

两者相差极小
,

如O
。

一 16
.

0时
,

考虑表层抗弯与忽略表层抗弯的中心挠度不
,

分别为 3
.

叮 0 3不口3
.

、7 1 2 ,

相差不到 0
.

的肠 ; 当分/h = 。
.

2 时
,

表层已较厚
,

两者相差亦不冬
,

如中心挠度班
。

一 2
.

0 时
,

Q
。

分别为 1 8
.

7 7 2 6 和 18
.

3 4 8 2 ,

相差 2
.

3 肠
.

因此
,

当表层较薄时
。

不考虑表层抗弯的 R e is s n e r
夹层板理论还是相当精确的

,

可以

满足实际应用的需要
.

四
、

稳定问题的计算结果及讨论

对于平板
,

若边界受 中面内的压力作用
,

此时存在稳定问题
.

当边界的轴压小于某一个

值 (即临界压力尸首)
,

平板不产生横向变形
,

此时板在轴压下处于稳定状态 ; 超过临界值
,

就会有较大的挠度出现
,

此时板进入后屈曲状态
.

对于扁柱壳
,

在边界上受沿圆柱母线方向

的轴压时
,

也存在着稳定问题
.

而一般的扁壳 (如扁球壳 ) 受轴压作用
,

挠度随载荷立即产

生
,

不存在稳定问题
.

图 8是双向均布轴压下 (户~ ]) 简支多夹层 (
。二 3 , 5

,

7 , 9 ) 方板的边界压力尸
。

与中心挠度

不
。

的关系曲线
; IKJ 。是不 同边界及轴压形式下

n 一 3层方板的载荷中心挠度曲线
.

板的后屈曲

状态
,

从图土可知
,

随着挠度的增大
,

边界压力还可有缓慢地增加
.

图 10 是扁柱壳沿母线方向边界受压力作用
,

后屈曲的载荷与中心挠度的曲 线
,

当 砰
。

。

O时
,

压力P 君就是临界载荷 ; 图 11 是不 同曲率 (R
,
二 1 , 2 , 5 。 10 ,

co )的简支方底夹层 (
。= 3 )

扁柱壳的载荷与中心挠度 曲线
.

与板的后屈曲不同
,

壳体屈 曲后
,

载荷中心挠度 曲线的计算

结果是
,

随着挠度的增加 载荷要经历先减少再哟加的过程
〔5 1 .

一般说来
,

对壳体结构会

由于很大的变形而失去承载能力
.

图咫给出了不同曲率的简支方底 夹层扁球壳在双向轴压下 (户二 川的载荷与中心挠度的曲

线
,

R 。一 co 则对应着方板
,

此时有屈曲现象出现
.
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多夹层板壳的非线性理论及应用 (! )

—扁壳的弯曲和稳定 305

图 1 3是R , 二 一,
R ‘= 一 10 , 一 2 5 , 一 5 0 , 一 r o o , 一 5 0 0 ,

co 的双曲夹层扁壳在沿亡= o ,

1的边界上作用着均布压力尸
。

时的载荷与中心挠度曲线
.

R 雪二 OO 对应着扁柱壳
,

有屈曲现象

出现 ; 而其余的双曲扁壳
,

由于 亡向有初始曲率
,

轴向载荷一开始就可以产生挠度
,

从理论

上讲
,

不存在屈 曲问题
.

但实际上
,

壳体总是不可避免地带有各种缺陷
,

比如扁柱壳的母线

方向带有很小的初始曲率
,

如图中R ; = 一 5的的例子
,

其初始的几何缺陷可以说是微乎其微
.

现在考察它的受压变形过程
,

轴压逐渐增加
,

几乎没有多少挠度出现
,

但到达最 高 点 尸。
。x

后
,

就会突然产生非常大的变形
,

甚至导致壳体结构的破坏
.

以上的变形过程与屈曲现象基

本吻合
,

但它的最大载荷P lna
x
= 40

.

0 2 x 1 0
一 日,

与理 想扁柱壳的临界 载 荷 尸君“ 4 3
.

2 5 X IO 一 “

相 比
,

下降了 7
.

5 肠
.

而 R ‘- 一 50 时
,

初始缺陷还是相当小的
,

而最大载 荷 尸m 。二

~ 34
.

1 9 x

1 0
一。,

与尸言相比竟下降 2 0
.

9 肠
.

这可以从一方面解释了壳体的临界压力值
,

实验值总是比计

算值低
.

以上
,

就是根据多夹层扁壳的基木方程
,

求得的弯曲和稳定问题的部分计算结果
,

以及

简单的讨论
.

本文是在钱伟长教授的指导下完成的
,

同时也得到了刘人怀教授的关心和帮助
,

作者在

此表示衷心的感谢
.
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