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两相材料空间问题基本解的显式张量表示

’
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汤任基
‘

(1 9 9 5年1 0月1 6 日收到)

摘 要

本文应用张量运算将文献中的三维两相无限体的集中力基本解表示为张量形式
,

从而使 其 能

够直接用于边界积分方程和边界元方法
,

以分析两相材料空间弹性力学问题
.

本 文 结 果 包 括 了

M in dl in 问题
、

L or
e n tz 问题和均质体空间问题的基本解

,

关键词 三维两相材料 集中力基本解 张量表达式

一
、

引 言

随着材料科学的发展
,

有关复合材料弹性力学问题的研究正受到愈来愈多的
、

从事固体

力学的研究人员的广泛重视
.

在力学模型
_

卜
,

很名多相材料的弹性力学问题都是以两相材料

的弹性力学问题为基础的
.

尽管关于 两相材料空间问题的基本解研究可以追溯 到 R o n g v e d 〔‘’的工作
,

但到目前为

止
,

就作者所知
,

除R o n g v e d 〔‘’
外

,

只有D u n d u r 。和 H e 七e n y i〔“’
、

黄和王
‘3 ’以及乐

【‘’
等

先后对基本解也作了一些研究
,

但他们的解都未表示为方便

的张量形式
,

这给我们在使用边界积分方程和边界元法研究

有关断裂
、

夹杂和界面等弹性力学问题时带来了很多困难
.

本文作者正是基于上述理由
,

从实用和便利的角度出发
,

进

一步完善〔3〕的工作
.

通 过张量运算
,

求出与各向同性
、

均质

弹性体全空间的 K el vi n 解相对应的各种显式张量表达式
,

此时
,

M in dl in 问题
、

L o re n 垅 问题以及均质体空间问题

的基本解的张量表示
,

都可由本文的结果退化得到
.

二
、

黄与王 〔”]的基本解

图 l是三维两相材料无限弹性空 间 D 的构图
.

土 半 空

间和下半空间的量分用别 上 I标和 亚表示
, 拜, , : ;

和拼
: ,
物是 图 1 两相材料空间构成

粉
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对应于空间 I和 I的弹性常数
.

下文要用到的张量指标约定如下
:

拉丁指标(‘
,

j
,
k

,
⋯ )取 值

1 , 2 , 3 ,

而希腊指标 (a
,

刀
, ? ,

⋯ )取值 1 , 2
.

此约定除以后特别申明外
,

均不再说明
.

在图 1 所示的坐标系中
,

_

!二半空间D :
中的尸(雪

, ,

雪:
,

君
:

)点有一集中力 F (F
: , F Z ,

F
3

) 作

用
,

黄 和王使用 P a p k o vi c h一N e u b e r 的位移势函数导出了两相材料空间中的位移基本解

(
。 : , 。 2 , 。 3

)
〔3 ’,

即
:

。二= U
。 + A 、 ,万

。

一 2月x 3

U
。 , 。 一A x 孟V

“万
。 一刀[ (z 一 Zv ,

)A了
。+ 口

, 。

〕

“
盖~ U

。+ A
; 、U

。一 ZA x 3

万, , , + A x 里V
“刀

。一 B ;
刀(刃

。 + 夕)
。荟= (一+ A 河 , )U

。

+ B
:

刀、
3

(K
: + g )

, 。

一 刀[ (1 一 2 , ;

)A K
。 + G

, 。

l
、

u
璧~ (l + A 火 ,

)U
。+ B :

刀x 3

(K
。 + g )

, 。一B
:

刀(尤
3 + g )

} (2
.

1)

(2
.

2 )

式中月
,

B
, ,

B : 和刀
, 、 口

均为材料常数
,

、...L
户
r...../

l 一厂
1 + 河 z厂

。 2
,
卢~ 1干厂

,

肠一 3 一 4粉

(2
,

3 )

一一
A

艺11拼一拼
一一

r

。 1 「 l 一 2 梦 1

万 性

~ 一 l

—
:

.

一
.

r
,

一
2 L I 十 欠 1 1

门 一 2 ; 2

)厂
父 : + 厂

B : -
1 一 2 ; :

(1一 2 : :
)厂

父 : + 厂 z + 欠 ,
r

函数U ‘由下面均质体空间K el v in 解给出
:

U ‘一K ‘一 、牛
、 (K

。 一

卜x 专
·

K 。
,

, ,

(2
.

4 )

其中

K
。 占

,
F

*

4拜1汀R
’ K l

F
‘

一 4声‘1汀刀
, R

“
二 (x

。一雪*
)(x

。一占。) (2
.

5 )

函数 g 和 G 均为如下的调和函数
:

。

一拭
而‘〔‘“ (“一

+ “
:

, l
,

,
·

尸 , }

G 一

端
、‘、, 一 2一”“卜 ‘X

3 一“
3

, ‘n ‘R 一 x 3 + :
3

卜 R 」
, ,

·

F ,
(2

.

6 )

、....、
、了....户

一 B
:

[ 一 (x
3 一占

。

)In (R 一 x 。 + 占
3

)一 R 〕
, ‘

·

F
‘

}

公式 (2
.

1) 和 (2
.

幻中的共辆函数定义如下
:

少
1 , x Z , ‘ 3

)一 f(‘
1 , X Z , 一 ‘

·

) )
二少

f, 引。二卫二引 ”一 0

_
_

_

{
f

. 。

一 (了)
, , ,

f
, 3

~ 一 (了)
, : ,

V
Z

f = V
z

(f) )
, ‘= 口( )/ a x ‘; V

Z

为L a P la e e算子
.

(2
.

7 )

这里 (

从实用的观点出发
,

以上公式不是最方便的显式张量表 示
,

因 此
,

不 能像 均 质 体 的

K el vi n 基本解那样
,

很简便地用于边界积分方程和边界元方法
.

下面使用张量运算
,

将其

转化为显式张量表示
,

并用此进一步导出文献〔3〕尚未给出的面力基本解
.

三
、

位移基本解的显式张量表示

运用笛卡尔张量的运算规则
,

则式 (2
.

4 )中的U ‘和式 (2
.

6 )中的 g 和 G 均可用简便的张量

形式显式地表示为



两相材料空间问题基本解的显式张量表示

U ‘= 下万井下一 { : ;。。‘+ 刀
, ‘刀

, , }
.

尸。

任拼1兀 、兀 1丫 1 ) It
(3

.

1)

、...‘日少‘

F

。

一翩
‘

兴黯}
·

凡

G 一

粼
一 〔(卜 2一)A 一 B !〕

袭祭会
(3

.

2 )

+ B : d , 3

In (R 一 x 3
+ 省

3

)

式中R
, , ” (x 声一雪, )/ R

。

把方程 (3
.

1)和 (3
.

2) 代入(2
.

1) 式和 (2
.

2 )式
,

并利用关系式 (2
.

7 )
,

则黄和王得到的在

上半空间D :
中位移基本解用张量表示为

,

“ ,一丽志可{
‘、 1“:

· + R
, ·
R

, 。
,专

A 、 1
‘、

!占, · + ,
, 。

,
, ,

,分
+ 2月‘ ,

‘“
1“一左,

一 “。
·

”
, 3 + 3”

, 3

,
, ·

”
, ,
)
渝

一 2、X
; (。

* 。 一 3 *
, 。

。
, 介
)
渝

一 、刀(一 + l)(卜 2一 ,

普
一‘!

”‘一 + 1)
声

万
镖黔

瓦

+ ”‘一 + ‘, 〔“一 2一 , A 一 B
l

〕
「、探

;
3

一

黑恐
: ]}

·
‘

3
一 4、

:、(立
; + 1)

一

{‘一
”一 + R

, 3
R

, ·
)声

一

+ A 一 (一。
, 3 + *

, 。。
, 。
)分

+ 2 , x 3〔(、
1
一 , )。

· , ”
, , 一 2 ”

, 。
一

* 3”
, ·

”
, , ”

, , 〕
一

徽
+ 2 “·’‘“

, 3 一 3“
, 3

”
, ,

,
一

章一
B !
”‘一 + ‘)[令

一

爵鲁髦
一

]}

(3
.

3 )

(3
.

4 )

使用以土结果 (3
.

3) 和 (3
.

4 )
,

便可很快地获得文献仁4 ] 的全部结果
,

因此本文的张量表示要

比文〔4〕的结果优越
,

而且要简洁
、

紧揍得 多
‘)

.

在下半空间D ,
中位移基本解的张量表示为

:

,一而而亩可{“
+ A一 , ‘一占二 十 R

, ·

R
, 。

, 分
一 , (、

玉+ 1 ) !(
1一 2 , 1

)A令
+ ”!

衷全聋考

一B
Z

刀(
x : + 1 )x

3
乙。

s
R

, 。
乃* a

一 d。, R
, 。

R
, ,

R (R 一 x 3 + 蜜
3

)

-

鱼卫互丛二乙 1
(R 一 x 3 + 省

3

)
乙

J

+ 。 (、
; 、 , )。(, 一 2 , :

), 一。: 〕
!

、

岩狱
歹一鑫嘿竿爵

一

]} (3
.

5 )

一万妥氰雨落示砰空
间的解

,

没有给出下半空间的解
,

且其中ha
3和勿有符号错误

.
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u
整

3
-

1

4拼: 二 (
北 ; + 1 ) {

(l + A 、 1

)(、
ld O 3 + R

, 3
R

, ,
,方

一 B Z
刀(

、 1 + 1)二
:

一”1
“(:

」+ 1)l
d o 3

乙。刀R
, 夕

R R 一 x 3 + 雪
3

在 上述晰
, 的表达式中

,

第一个下标i代表作用在尸点单位力的方向 (见 图 l)

(3
.

6 )

,

而第二个

、.,.,

飞
一

正�,�
,ZRR一
」

下标了则表示在Q点所产生的位移方向
.

在传统

的边界元法中
,

位移通常用U ‘,
来表示

,

但是

由于在黄和王的论 文〔3〕里
,

字符U 已作他用
,

故这里仍遵循该文的用法
.

四
、

面力基本解的显式张量表示

通过上面的位移场
,

便 可求出域中任一点

的应力氏
, .

之后
,

再使用 C a u c h y 〔5 ’应力公

式
,

就可获得作用在任一单位外法线为。的表

面上应力矢量或面力 (见图 2 ) 为
, 图2 任意面上面力示意田

T ‘= 二 ; , 。 ,
(4

.

1 )

根据 (4
.

1 )式和广义H o o k e 定律
,

面力基本解用位移表示的张量形式可表为
,

、

l
,

了...户
产

、...、

!
沙

、t尹.J夕、t了,:一
。1

{
〔。‘一 + ·‘

y , ·

」一 十 〔“‘一

:
3
一 。

1

{
〔。 ;

3 , y 十 · ,
? ,

」
·

。 / 一

+
一

2 仁。 }
3

·

2 v l

元3 , “ J
’

“ 3 卞丁二厄玩 L“定y , , 十 “完
3 , 3
」

’

” a

(’.(a.(#.na
十 多少

_ _

1 一 2梦 l

〔“’
? , y + “‘

3 , 只

」
·

: 3

}

u啊十
�卜」

九
一脚
{
〔。 :

· ,

一。· ,
? , ·

:
·

。护十 : · ,
· , :

一

。· ,
3 , 。

〕二
; 十

赴
:

一、
{
〔· :

。 , ? 一

卜。。阳〕一
、

一

2 :、
,

〕
·

。 十 ,

了氛

2 , 2

1一 2 护 2
[“整

, , , + 。
里

3 , 。

」
·

n a

仁“‘
y , 夕

一

于“ ,
3 , 3

」
·

。 3

}
在经过繁琐的张量运算和整理之后

,

就可获得面力基本解的显式张量表达式
,

即
:

空间D :
中用张量表示的面力显式基本解为

,

入
。
一尹冷 *

一

尹理+ 尹老争十尹老罗+ 尹理

这里
,

T 之
忍: ¹ I f 口R

。 ,

2二 (、
1+ , )R ‘

一

i 一 万万
一

以 ‘一 艺均 少吸
·

二 3“ , 。“ , *
」

气ºT 之

/ ( 1一 2 1, , ) 仁* ,

二
“

一 R
,

一 : }
2、六

‘
, ) * 艺

{。
一 ; ‘一 2 }一 , 斌万二”

一 “一 21/ 1)。一”, · + d · , ”
, ·

一 3”
, ·

”
, , ”二」

·

n , +
一

夕
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, 3一 。* 3
”

, ·
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·

n

1一 2
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1
一

[ 2 ( l 一 2 , , , ) (‘“3
月
一
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, ”) + 无

, “+ 3斤
, 。 (兀; 3 一兀

, , 兀
, , ) ]
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以上所获得的基本解是单位力作用点尸在空间域 I 时的解

.

致于当 尸 点在空间域 I时的

解
,

则只 需把上面解中的材料常数盆
;

和 笼 : 互换
,

并把厂变为 l/ 厂即可
.

尽管上面结果看起来

似乎冗长
,

但是从中还是有规律可循的
.

另外
,

若使用计算机
,

那 么在设计程序时采用这张

量表示的指标运算会大大地减少编程工作量
,

给计算带来特别的方便
.

因此
,

本文的结果具

有很大的实用价值
.

五
、

一些特殊情形

很早以前
,

M in dl in 和 L o r e n 七z 就分别给出了不同边界条件的弹性半空间受集中力作

用 的基本解
.

然而
,

他们均未将其表为显式的张量表示
.

本文将以上获得的结果进行退化
,

便可将M in dl in 和L or e n tz 的结果用显式张量表示
,

下面对其分别讨论
:

情形 1 半空间Min dlin解

M in dl in 半空间问题的边界条件是自由的
.

让扣
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一。, x 3
二 z 及省

。
= e ,

则由方程 (3
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3 )和 (3
.

4 )退化得M in d lin

问题的张量表达式
:

一
、、

奋
万{‘

“d。
·
+ R

, ·

R
, *
)分

+ 、 (、。
* ·

+ ”
, 。

”
, 。)

分
+ 2 “‘“占一”

,

一 占二”
, 3 + 3”

, 3

”
, ·

”
, ·
)
渝

一 2 : 2
(占

。。

一 3”
, 。

”
, ,
)子



31 4 陈 梦 成 杨 任 基

一

扣
:
一 ‘, !令

+

架法舒
一

+
.

梁鲁
-

〕}

一节标长
不、{‘

”占一 + R 一R
, ·

,

分
+ ““占一 + ”

, 3

”
, 。

,分

(5
.

1)

斗
一

2 ·「‘“ 一 ‘, 产
; , ”

·

, 一 2”
, ; + 3”

, ·

”
,

, ”
, , 〕
渝

+ 2 2 2

(占一
3”

, 3

”
, 。
)渝

-

、Lf
护�...J

;
(、

2 一 l)

!令
乙* , 兀

, ,

月 + 之 + ‘ (5
.

2 )

对 ( 5
.

1 ) 和 (5
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2 ) 方程进行变化
,

便得到与文献〔6 〕给出的相同结果
.

情形2
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半空间Lo r e n t z 解

~ co
,
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,

刀一 0 , A - 一 1 / 欠 , ,

设 北 , = 笼 ,

则此弹性力学问题变为半空间

L O r e n 垅问题
,

其接触为刚性基
.
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这 与从文献〔7〕导出的结果完全一致
.

情形3 各 向同性
、

均质
、

无限大空间解

让脚 ~ 脚
,

即厂一 l ,

刀二 , 和 A 二B , ~ B
Z
二 。

,

设盆
;
一 北

:
一北

,

则两相材料空间问题变为

一个由两部分构成的均质体空间问题
.

由式 (3
.

3 )和 ( 3
.

4 )
,

基本解变为
,
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6) 正是各向同性
、

均质
、

无限大体空间的K el vi n 解
.
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3 1 5

六
、

结 束 语

本文全面地和系统地导出了由两相材料构成的无限大体空间基本解的显式张量表 达 式
.

这些解将为使用边界积分方程和边界元方法求解两相材料空间弹性力学问题带来方便
.

比如
,

三维两相材料中的断裂问题
、

夹杂问题和界面问题等等
,

便可应用 以上获得的基本解建立它

们的边界积分方程
,

随后
,

运用近代的边界元方法求解
,

使问题获得解决
.

因而
,

本文以上

给出的结果具有很大的实用价值
.

另外
,

本文解包括了 M in dl in 间题
、

L or e n tz 问题以及

均质体弹性空间问题等一些特殊情况下的解
,

这些为考察上述问 题 中 的 一 些 疑 难 点
,

如

M in dl in 问题中
,

当裂纹接近自由边界时
,

裂纹尖端的奇异性分析
,

将带来可能
.
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