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球面各向同性颗粒复合材料膨胀系数的界限

何陵辉
�

刘人怀
“

�� � ��年 ��月 � 日收到 �

摘 要

本文致力于球面各向同性颗粒增强复合材料膨胀行为的研究
�

首先
,

在所提出的基体均 匀场

概念的基础上导出了该种复合材料等效膨胀系数与体积模量的精确关系
�

其次
,

由能 量极值原理

给出了等效体积模量的� � �� 型界限
,

从而得到等效膨胀系数的界限
,

关键词 复合材料 膨胀行为 界限

一
、

引 言

非均匀材料等效性质的严格界限问题一直为人们所关注
�

� � � � �� 和 � � ���  � � � �� ‘

基于他们所提出的用弹性极化张量表示的变分原理
〔“’给出了由各向同性相构成的宏观各向同

性复合材料等效弹性模量最优的可能下限和上限
�

他们的这一工作后来 被 � �� �
� �� 仁“

, � “

和

� �� �� 
〔� 〕
等人改进和推广

�

在膨胀性质方面
,

� � �� � 〔”’
利用虚功原理导出了两各向同 性 相

组成的复合材料热膨胀系数和弹性模量的精确关系
,

� �� � � 和 � � � � ��
〔� �
进一步得到了两

直线各向异性相复合材料的相应结果
�

因此
,

利用这些关系以及等效弹性模量的界限
,

可以

直接给出一类复合材料等效膨胀性质 的界限
�

本文也将沿这一途径研究球面各向同性球粒复

合材料的等效膨胀行为
�

球面各向同性球粒在自然界并非少见
,

如一些石墨球粒和聚乙烯颗粒就呈现球面各向同

性特征
�

关于此类复合材料已有一些研究结果
�

例如
,

� � � � � � 〔“ �
分析了其内部应力问题和

等效弹性模量
,

� � � � ‘。’则应用� � ��
一
� � � � � � 方法研究了其等效热弹性和传导性质

�

然而
,

该类复合材料等效膨胀性质的界限尚未见报道
�

这是因为对于含曲线各向异性增强相的复合

材料
,

利用现有的方法
,

如变分方法
〔”〕和均匀场方法

〔’� , ’‘〕

等
,

并不能导出其等效热弹 性 性

质的精确关系
�

本文研究随机分布的球而各向同性颗粒增强复合材料
,

其宏观对称性为各向同性
�

在第

二节中
,

证明了球对称变形下一球面各向同性球粒可 由一几何尺寸相同的各向同性球替代
,

而不改变其表面的位移和应力
�

第三节中
,

通过施以适当的温度 和力学边界条件构造了复合

材料基体中的均匀温度
、

应力和应变场
�

第四节给出了复合材料等效热膨胀系数与体积模量

之间的精确关系
�

第五节先由能量驻值原理得到等效体积模量的 � ��� 型界限
〔‘“〕,

进而给出

� 中国科学技术大学近代力学系二专业
,

合肥 � �。。�� � � 暨南大学校长室
,

广州 �� �� � �

�� �
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等效膨胀系数的界限
�

需要指出的是
,

� � �� 型界限一般要 比 � � � � ��
一

� � ��  ! � � � � 型界

限弱
,

但对于球面各向同性颗粒复合材料后者尚待进一步研究
,

二
、

替代球粒及其性质

考虑一半径为 � 的球面各向同性球粒
,

在通常的球坐标系 �
� ,
�

,

司 中其正应力。 , , � , ,

� , 与正应变
� , , 匀 , 。, 的关系由下式给出

�

�

、气
、
了夕

� 一� � �� � ��

一

�
� �� �

� �
�
� �

、

� �� � �。 � � �

� ��� , � �� �� � 全

� �� � , � ��
� � � � � �

��
,

� , �� , � ��
� � � � � �

��
,

��
�

��

厂产
、�、

一

�

、飞,‘�爵匀娜了��、、护
�
沙��

这里球坐标系的原点选在球心
, � , ,

表示弹性常数
, � , 和 � � 分别表示径向和横向膨胀系数

,

� 表示相对于一无应力状态的温度 变化
�

我们将证明
,

在球对称变形条件下
,

该球可 由一半

径相同的各向同性球替代
,

而不改变其表面的应力和位移条件
�

为此
,

在球面各向同性球表面给定边界条件
。 ,

二 。。�
, 。。� � , � �

,
� � �

”,

当 �二� 时 ��
�

� �

其中砂和�
。

分别为一恒定应变和一恒定温度变化
�

稳态条件下
,

球中唯一不为零的位移分量
“ ,

满足方程

旦丛
�

二 到��
。

二味一 � � ��
� �

’

� ��

� ,

� ��
� , 一 � ���� , � � ���

�� 一 � � � 一 � � � �� � 二
。

一 石
�

二 �二 一
一 一

—
一

—
一 � � �

一
� �

�
二不

�

—
�
�

一
�

—
一—一 �

� ‘ 七 ���

��
�

��

�一�
�

护�,
‘翻一�产一��一‘

其通解为
�

“ ,

� � �几� � �热
一

卜亡�
”�

其中�
,
� 为待定常数

,

刀
,和刀

�

为特征方程

刀
“� 刀� 几� 。

的根
�

雪和几由下式给出
�

��
�

��

��
�

� �

��
� �一 �

, 。�� , � ���
, � 一 �

。�一 �
, ,

�� 二

�二
一立

一一—
牙 ,

下
牙子 万不一 二不

� �

—一
, 几�

七 �� 十 灿 �� 一 七 � � 一 七 � �

� ��
, � 一 � �。一 �

� �

�
� � � ��

�

� �

� � � � � ��
“〕

证明
,

为使应变能正定
,

刀, 和 刀
�
须为实数

�

此外
,

为保持球粒内部的物理敏感

性
,

刀
�和刀

�必须符号相反
�

这仅 当 几� 。
,

即� � � � � �。� � , �
时可能

�

于是
,

不失一般性可假

设刀
�� �而刀

�
� �

�

由� � �时
。,

有限的条件及式 ��
�

� �可知

� 一 �
。。一亡�

。

�� �一刀
, ,
� 二� ��

�

��

因而球外表面上的应力可 写成
�

,

�
, 。 � � �刀

�� � � � �� � �

�
。� � ��� 一刀

,
�雪�

� , 一 ��
, �� , � �� , �� ,

���
。

��
�

��

另考虑一半径为�
,

体积模量为 �
。 ,

膨胀系数为
� � 的各向同性球

.
同样在其外表面给

定边界条件 (2
.
2)
.
类似地可以求得稳态条件下其外表面上的应力为

a ,

1 卜
:
= 3尤

。。。一 3 K
: a ; T

。

(
2

.

9
)

比较式 (2
.
8 )和 (2

.
9 )可知

,

如果

、。一告(e
, ;

刀
, + Z C

, 2 。_
_

_

旦丛旦咬生丝
、

一 “
C

I ,

刀
:+ ZC , 2

C
, , a ,

+ Z C
, : a r

C
; :

刀
, + Z C

: : (
2

.
1 0

)

则球面各向同性球粒可由该各向同性球替代
,

而不改变其表面的位移和应力
.
值 得 一 提 的

是
,

在式(2
,

1

0) 中
,

K

, 和 a : 并不包括R
,

这表明任意尺寸的球面各向同性球其相应的替代



球面各向同性颗粒复合材料膨胀系数的界限

球体积模量均为K
:而膨胀系数均为a

。。

三
、

基体均匀场的存在条件

在直角坐标系 (x
, , 尤2 ,

x
3

) 中考虑由各向同性基体 (记为第一相) 和球面各向同性球粒

(记为第二相)
.
构成的复合材料

.
各球粒半径可以不同

,

其分布也是随机的
.
假设基体是各

向同性的
,

基体与球粒之间是完善粘结的
,

即满足位移和牵引力的连续条件
,

现在复合材料

表面给定边界条件
:

。:
= 宫x

l, u Z
= 宫x

Z , u 3
~
宫x , ,

T 二少 (3
.
1)

其中百和少为常数
。

木节将研究‘和少满足何种条件时复合材料基体中的应力和应变场是均匀

的
.

不妨假设基体中均匀应力应变场确实存在
,

因而应变
。

{ l
’,

以孟,
,

能会’和应力 a {;’
,

a 挺,

a 轰互)可表示为

或护二
。

招~
。

貂二宫
,

u

{ {
, = a 麦;, ~ a 貂一3K

,
(
、一 al 全) (3

.
2)

其中K
,

为基体的体积模量
, a ,

为膨胀系数
.
由于此时任一球粒均承受一球对称变形

,

按上

节 的结果可知
,

它可 由体积模量和膨胀系数分别为 K
: 和 a 。 的半径相同的各向同性球粒替

代
,

而不改变基体的应力和应变
.
于是可知

,

任一球而各向同性球粒紧邻球粒一基体界面处

的应变 为
。

{常
’~

。

盖;’一
。

;参
, ~ ‘

,

而应力为

。
{护一二抒= a男二 3K

。
(宫一 勺少) (3

.
3)

比较式 (3
.
2)和 (3

.
3)可知

,

球粒和基体界面处的应力平衡条件
一

可写成

(K
:一 K

,

)
宫= (K

oa , 一 K
, a :

) 少 (3
.
4 )

式 (3
.
叼即为保证边界条件 (3

.
1) 下基体应力和应变为均匀的条件

.
如 K 。手 K

, ,

式 (3
.
4 )

可进一步表示为
‘= 叮分 (3

.
5)

其中

K
左a R 一 K

la ,

K
R 一 K

l ( 3
.
6 )

如 K
;~ K

, ,

为使式 (3
.
4) 的条件被满足

,

要么有 少~ 。,

要么有 a
:= al

,

但无论对何种情

况
, 百和少都可以视为彼此独立的

.

四
、

等效体积模量与膨胀系数的精确关系

如果所考虑的复合材料为宏观均匀且各向同性的
,

在均匀温度变化条件下其等效正应力

和正应变之间的关系可表示成
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了布‘、、

一

、

l

声

\.
口

、‘

K+ 扣
K一
加 K一警

‘

K 一

誉
‘ K + 会

‘ K 一

普
‘

K 一

普
‘ K 一

誉
‘ K 十

音
‘

3K a

3K a

3K a
}

丁 ‘4. ‘,

产

l

!一一

、气
刃

t

洲

、
卜/了、、

/
、,
产

口.孟臼峥内」.二2吸甘aaa

‘

/ \

J

/
、、
/
、

r产、、
、

其中K
,

G 和a分别为复合材料的等效体积模量
、

剪切模量和膨胀系数
,

<
a ‘,

>和<匀 ,
> 分别表

示体平均应力和应变
,

即

<氏 ,
> 一
赵
;伪
严

,

俩户一月
;一 , “犷

(4
.
2 )

犷为复合材料的体积
.
不难证 明

<a ‘, > =
e ,

<
二‘,

>
l
+ e Z

<
a ‘,

)
2 ,

<
。‘,

) =
c ;

<
。‘,

>
,

+
e Z

<
。, j

>
2

( 4
.
3 a ,

b )

其中
/_ \ _ 1 ‘ _ <s> J T/ , _ \

_ 1 ‘
。

(
s
)
二 r/ i 。

_

, 。 、 了, , 、

戈a “户“

一

万
一

、
。
:
口￡牙

‘
“厂 ,

又e“夕一兀
一

}

:

: “￡牙
‘

“F L S一 ‘’ 艺) 又4
·

“ )

这里
。;和几分别为基体和球粒的体积分数

, 。, + c :
~ 1

,
厂:和 犷

:
表示基体和球粒的体积

.

使复合材料承受边界条件 (3
.
1) 并设渗和少满足条件 (3

.
4)
.
此时基体中的应力和应变场

是均匀的
.
利用G au ss定理可证明

(。: : >
:
~ <

。:。
)

。
二<

。33
)
:
= 感

,

<
二:,

>
2
= <

a 2 2
>

2
= <

a 。
·

>

:

=
3

K

:

(

‘一 a :少) (4
.
5)

因此
,

将式 (4
.
3a )代入 (4

.
1)并利用 (4

.
5)可知

(K
:一 K )宫~ (K

R a 。一 K
a
)少 (4

.
6)

当K :祷 K
,
时

,

将式 招
.
5)代入 (4

.
6)

,

消去少并借助于 (3
.
6 )得到

一
十

(七
一

k)[

(
。

一
)/(玄一六

一

)〕 (4.7)
如球粒为各向同性

,

式 (4
.
7) 完全等同于 L e vi n关系

t“ 3 . 当K 。二K
,而a:手 a

;

由式 (4
.
6) 知

K ~ K
,

当 K :二K
:
且a
:~ a:时

, ‘和少相互独立
,

此时从式 (4
.6 )可得

K = K 场 a
~ ,x1

时
,

有少~ o
,

(
4

.

8
)

(
4

.

9
)

五
、

等效膨胀系数的界限

前节结果表 明
,

当K
: ~ K

l
且a
:~ a:时

,

复合材料的等效膨胀系数即为
a ~ a , ,

而当 K :

子 K
l时

, a 与 K 的关系由式 (4
.
了)给出

.
我们将利用这一关系导出K

。子 K
:
时
a 的界限

.
为此

先研究K 的界限
.

假定复合材料 在其外表面承受边界条件
u;= “。x : , “: ““0x 2 , u 3

” 。o x 。

(
5

.

1
)

其中砂 为一常应变
.
则复合材料的总势能可表示为

u 一
鲁K(

。。

,
“厂

(5
.
2 )
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为得到U 的上限
,

现构造复合材料中的可能位移场
.
令基体中的可能位移场为

“
{
, , , =

。。x , , 。
盖
, ) ,

=
。”二: , 。

二
‘, , =

。。x 。

(
5
.
3
)

此时任一球粒承受球对称变形
,

可由相应的各向同性球替代
.
强制球粒和基体界面上的位移

连续条件 (正应力不必连续)
,

不难得到相应于可能位移场的复合材料总势能为

U , 一
号(

。!
K

! + 一K
·
, ‘

“。

,
’
犷

(5
.
4)

于是由最小势能原理可知U 《 U 气 即

K 《
c:K ;+ e

Z
K
:

再使复合材料在其外表面承受如下边界条件

a ll ~ ao, J Z么= a
o, a 33

= a0

其余应力分量为零
.
这里a0 表示一常应力

.
复合材料的总余能可表示为

(5
.5)

(5
.
6)

(5
.7 )犷臀

1一2
一一

U

构造复合材料中的可能应力场
,

即令基体中的应力是均匀的
:

司{”= a0
,

码孟,
赞
= a0

,

码二,
釜
~ a0 (

5
.
8
)

其余分量为零
.
此时任一球粒也处于球对称变形状态

,

可 由相应的各向同性球替代
.
由强制

界面正应力连续条件 (位移不必连续)
,

可知对应于可能应力场时复合材料的总余能为

U :一
合份

十

七)
‘a0)

2
犷

(5
.
9 )

因此由最小余能原理知 U
。

《U 曾
,

即

、
1
/( 一孚多一 +

八
- 令)JkRl (5.10)

综合式 (5
.
5)和 (5

.
10) 我们 有

1

/( 会
十

六)
(、

一
Kl

+ “Z
K

“

(
5
.
1 1

)

按式 (4
.
7 )可知

,

当 勺) al
,

K
R

> K

, ,

或 心镇
a , ,

K
。
< K

,时
, a 随 K 增大而单调增

大
,

因而由式 (5
.
11) 可知此时等效膨胀系数满足

。;。; + ·2·:
、 ·、

(

’

一

会
+一
瓷)/(

一

七
+一
云)

当aR>
a , ,

K
,
戒K

, ,

或
aR
《a

, ,

K
:

> K

;

时
, a 随 K 的增大而单调减小

.

知此时
a
满足

:

(5
.
12)

同样由式 (5
.
11) 可

。 ,

令
、 : 2

令)/(
。,

节
_一
十 cZ

子)、、
!。1 + 。2 。·

l 、 R J 、 1 J l 、 二 、 五 1 、 l ,

(
5

.

1 3
)

式 (5
.
11) 为等效体积模量 K 的P aul 型界限

〔‘, ’, 而式 (5
.
12)和 (5

.
13)为不同情况下等效

膨胀系数a的界限
.
当K

:二K
,

时
,

K 的上下限重合
,

即 K = K
:, 而 当a:“山 时 a 的上下限

重合
,

即a ~
a ,

一般地
,

P
a u

l 型界限要比H a sh in
一

S h t
r
i k m

a n n 型界限
〔‘’弱

,

但比V o ig t

型
「‘“’和R e u朋型

‘’4 ’
界限强

.
然而

,

对于随机分布的球面各向同性颗粒增强复合材料
,

仅在

一些非常特殊的情况下才能得到其等效弹性性质的 H a o h in
一

s h 七ri k m a n n 型界限
.
以下将

给出一例
.

如图 l所示
,

设想复合材料是这样构成的
:
首先将大小不同的球面各向同性球粒用基体

材料包裹
,

形成复合球
,

对于每一复合球
,

其中球面各向同性球所占的体积分数等于
‘: , 再
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却Jr
j

l

将不同尺寸的复合球随机地粘合起来
,

使其无

缝隙地填充复合材料所占的全部空间
.
这样构

成的复合材料称为复合球聚集体
.
显然复合球

聚集体中球面各向同性球的体积分数也为
c2.

如果复合球聚集体是宏观各向同性的
,

类似于

H ash i对
‘5 〕
关 于 两各向同性相复合球聚集体

的推导可以知道
,

其等效体积模量的H a oh in
-

s h 七ri k m a n n 型
_
}
一
_

下界限重合
.
这表明对于

这种特殊的复合材料
,

其等体积模量
一

可以精确

地得到
:

.沪一 一
~
~ ~ ~

~
~

‘韶. 沪胡
,

, 尸产尸

菇
df.,、.脚..,伏f

…
!

K一凡 + ·

z/(
K

二二大丁
一

+

- 3

C
I

3

K

I
一

卜4 G I

( 5
.

)

其中G
;
为基体 的剪切模量

.
相应地

,

将式 (5

代入 (4
,

7 ) 即得其等效膨胀系数 的精确解
。

1 4
)

1 4

)

图1 复合球来集体模型示意图

厂
、 、

结 束 语

本文在适当的温度和位移边界条件下建立了球面各向同性球粒复合材料的基体均匀场
,

由此给出了复合材料等效膨胀系数与体积模量的精确关系
.
通过能量驻值原理导出了等效体

积模量的 P a u l 型界限
,

进而得到了等效膨胀系数的相应界限
.
本文结果可用于检验相应细

观力学模型的内在一致性以 及相关结果的精度
.
尽管本文假设材料性质不依赖于 温度 的 变

化
,

但如材料性质为温度的函数
,

不难发现本文所导出的关系作为瞬态材料性质的结果仍然

成立
.
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