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结构模糊有限元平衡方程的一种新解法
’

吕恩琳
‘
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�� ��年 � 月�� 日收到�

摘 要

本文将区间数方程组解的定义与结构有限元平衡方程的力学意义结合起来
,

针对由于材料性

能的模糊性
、

结构边界条件的模糊性和载荷的模糊性而得到的模糊有限元平衡方程组
�

提出了一

种快速而准确的解法
,

其计算量与普通有限元法几乎相等
�

关健词 有限元平衡方程 模糊数 区间数方程

一
、

引 言

在模糊有限元方法中
,

对平衡方程解法的研究具有十分重要的意义
�

特别是对模糊有限

元方法的实际应用而言
,

其关键就在于要寻找一种快速高效的平衡方程组解法
�

在现有的模

糊有限元平衡方程解法中
〔”

、〔“’,

都是把该方程组视为一般的模糊线性代数方程组
,

以 模 糊

数
、

区间数的各种运算规则为基础去寻找解法
�

本文在将模糊平衡方程组化为区间系数方程

组之后
,

结合该方程组本身所固有的力学意义
,

提出了一种快速而准确的模糊有限元平衡方

程解法
,

其计算量与普通有限元法几乎相等
,

从而为推动模糊有限元方法的深入研究和工程

应用提供了有力工具
�

二
、

结构模糊有限元平衡方程

在工程结构有限元分析中
,

当考虑结构材料的性能参数
、

边界条件和载荷的模糊性时
,

结构的刚度矩阵和载荷向量都是模糊的
,

从而结构的未知节点位移向量也将是模糊的
,

于是

就得到结构的模糊有限元平衡方程
「‘〕

�� 〕�� �二 �� �
一

�

��
�

��

式 中〔�〕是模糊刚度矩阵
,

�协是模糊位移向量
,

笼�� 是模糊载荷向量
�

当采用 �
一

� 型模糊数

作模糊信息的描述和处理时
〔“〕,

〔��
,

���
,

�玛中的元素均为�
一

� 型模糊数
,

可表示为

� �存了
, ,

�于
, ,
�季, �

� �

�
�
李

, �
季

, 。
季乙只

�
� �

�

�二‘�
�氏�

� ‘二 ��了
,
�于

,
�季 �

�‘
,

了
一

� , ”
‘

, ”’

书
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�
为结构自由度数

�

对模糊平衡方程 ��
�

�� 作不同的水平截集
,

得到一系列系数为区间数的线性方程组

�����、���、

一一

�
、

�
门
�

��� ��!气

几

⋯
���

�
� ���

, �� ,�� 

⋯
�鱼��

,

石, ��
,

�互
, 。,

无���

�鱼
� , ,

花� �〕
,

�互
� � ,

无
� �〕

�

�
〔西

, 。 ,
无�

。
壑� , 万��

�鱼
� 。 ,

无�
。

�夕�
,
万�〕

〔夕
� ,

万
�
�

几
�夕

�,

刀�一
尸
�
�

巫
。 � ,

而
。 �

西
二 � ,

无
, �

�� �
, � ,

〔鱼
。 。 ,

而
。 。

壑召 ,

云�〕

云,

〕

式中全
‘, ,

无‘,
�‘

, ⋯
,

�� 为几水平截集下模糊刚度元素的上
、

下 界 端 点 值 �

��� � ,

一 � , � ,

� ,

⋯
,

�� 为凡水平截集下未知的模糊位移向量元素的上
、

下界 端 点 值 � 夕‘
,

替了,

夕‘

⋯
,

哟为几水平截集下模糊载荷向量元素的上
、

下界端点值 � 它们分别构 成 区 间

�
��‘一忿

了

�
、

数
�

上式可简记为

� �� �一尸 �

方程 ��
�

��的解 �
� � �〔彗 �

, 丽 �
〕

,

〔整
。 ,

端点值 由下式确定
�

移, � � �� �� � �� � 一�
,

刃 � � � � 笼街 �� � 一�,

��
�

� �
对�〕

,
⋯

,

〔毯
� , 云

,

〕�望中各区间数〔脚
, 云, 〕的上

、

下界

� 〔� �

� 任� �

� 〔� � �
,

尸〔尸厂�
,

�, 一 ,
, � ,

⋯
, ·
�� ��

�

��

式中� 为普通矩阵
,
尸

, � 为普通列阵
�

记方程 ��
�

� �的解为�
了二 � 麦

,

根据模糊分解定理
‘连〕,

�二 � 久�

方程 ��
�

�� 的解可由下式求得
�

��
�

� �
久���

, � �

这说明
,

要求解模糊有限元平衡方程 ��
�

��
,

只需求解一系列区问方程组 ��
�

��即可
�

对于一

般的区间数线性方程组
,

不少学者作了大量研究工作
�

�
�

� � � �� � 和 �
�

� � �七� 〔
� ’、〔。’

给出

了求区间逆矩阵的方法
,

由于在求区间逆矩阵的过程中附加了限制条件
,

因而明显地限制了

这种解法的广泛应用 , 王彩华等
〔”

、〔“ �
提 出了区间阵的迭代求解法和基于区间数分解的解 法

�

这些方法推动了模糊有限元方法的研究和应用
,

但这些方法都是从纯数学 的角度去研究区间

方程的解法
,

没有利用式 ��
�

� �所固有的物理意义
�

事实 土
,

方程 ��
�

�� 中�
了随 � 厂和尸了的变

化在很多情况下是有规律可循的
,

利用这些规律能快速而准确地 找 到 � 了 �

下面先讨论几种

特殊情况
,

然后再将它们综合起来
�

三
、

材料性能的模糊性及方程解法

本节讨论当结构材料性能参数具有模糊性而结构所承受载荷为清晰时各结点模糊位移求

法
�

结构刚度除与结构的几何参数有关外
, 主要取决于材料性能参数

,

对 各向同性材料
,

即

为弹性模量� 和泊松比
、 �

在这两个参数中
,

弹性模量 � 的变化对结构的力学响应影响较大
,

在以下讨论中将认为弹性模量 �是模糊的
,

取 泊松比
�是清晰的

�

在有限元法中
,

单元刚度阵

计算式为
�

仁��
“
一
�
。

〔”〕全仁� 〕「� 〕�” ��
�

��

式中〔� 〕是包含相应材料性质的弹性矩阵
�

当弹性模量为模糊时弹性矩阵中的元素便都是模
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糊数
,

〔� �

如对于一般的弹性力学问题有
�

� ��一
�
�

�� �
,
���一 �

�
�

� ��� 一
�
�

, ��� 一
�
�

� , ���一
� �

�� 一 � � ��� �王一 , �

�对称 � ��一 � , ��� �� 一 , ,

� �

��一 � � ��� ��一
�
�

式中�为模糊弹性模量
�

�可用 �
一

� 型模糊数描述为
�

� � ��
。 ,

� � ,

� ,
�
� �

式中�
。
为�的主值

,

其值与不考虑弹性模量模糊性时的� 值相同
�

“二� �� 。

根据 �
一

� 型模糊数的数量积运算规则 有
〔“」

� � “� 。
, � � ��

,
� � �� 。 ,

� � �� 。�
� ,

用「� 」代替式 ��
�

�� 的【� 〕
,

便得到单元的模 糊刚度矩阵
�

��
�

��

现引入无量纲模 糊数 ��

��
�

��

〔�〕
“
一
�
。

仁� 〕少〔� 〕〔� 〕� ”

一 �

�
。

〔� 〕, 〔� 〕〔� 〕� ”一� 〔“桃“
‘

��
�

� �

式中〔�司
“

与普通的单元 刚度阵相等
�

将上式所示模糊单刚迭加起来
,

得到结构的模糊 总 刚

为

〔K 〕= “〔K 。」 (3
.
5)

式中〔K 司 与普通的结构总刚度矩阵相等
.

将式 (3
.
5 )代入方程 (2

.
1)

,

并注意到现在载荷是非模糊的
,

有
:

a [K 。〕{U }= {P }

对上式作几水平截集
,

得 区间方程组

[g
,
反]
*〔K 。

] {夕
,

万}:= {P } (3
.
6 )

其解可表示为
:

{夕
,

U }
;

= [ K
二〕

一 ’

笼P }/{必
,
左}

,

记

笼U 。
} = [ K

。〕
一 ‘

{ P } == {
u
T

, u 誉
,

⋯
, 。毋卜少

根据式 (2
.
3)

,

显然{夕
,

打}*的各分量为

[夕, , 反, 〕* = 〔u孚/a
, , u 琴/a

Z
」 (3

.
7)

式中

z,...,n)}
al=a久 , a Z

= 旦;
,

a ,
= 必几, “2

~
a 幻

当u琴> O

(j
当“了< 0

(3
.
8 )

式(3
.
7)是区间方程组 (3

.
6 )的准确解

.
取一系列不同的几任[0

,
1 〕值

,

再由式 (2
.
4)便可构造

出模糊位移解{U }
.
需要指出的是

,

当取不同的几值时
,

仅式 (3
.
7)中山和心在变化

,

不 需 重
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新求
u孚(j一 l

,
2

,

⋯
,

哟
,

因而计算量几乎与普通有限元法相等
.

四
、

载荷的模糊性及方程解法

本节讨论仅作用于结构的载荷具有模糊性时各结点的模糊位移求法
.

设共有l个外载
,

f
‘
为第i个模糊外载

,

用 L
一

R 型模糊数描述为
:

f‘= ( f T

,

f 于
,

f 于)
::

(‘一 1
,

2
,

⋯
,

l
)

只要恰当地选取各载荷的隶属函数及左
、

右展形 f于
,

f f (
‘= 1 ,

2
,

⋯
,

l)

,

总可以引入一个

无量纲模糊数民

p = (1
,

刀
: ,

刀
:
)
:。

(
4
.
1 )

使
:

f:= pf了一 (f T
,

刀
:
f了

,

刀
;
f冷)

: 。
(艺= 1 ,

2
,

⋯
,

l ) (
4

.

2
)

当载荷为非结点载荷时必须等效地移置到结点
_
上去

.
例如

,

对于二维平面单元
,

当分布

载荷为模糊时
,

其等效模糊结点载荷列阵为

‘p‘
’

一
l

,

〔N 〕盯‘, ‘
“‘d “

(
4
.
3
)

式中「N 〕为形函数矩阵
,

笼f}
“

为模糊分布载荷
, 才为单元厚度

.
当载荷为模糊集中载荷{f}

“

时
,

单元等效模糊结点载荷{p}
“

为

{p}
e
= [N 」,

{ f }
e

(
4

.
4

)

考虑式 (4
.
2)

,

则式 (4
.
3)

、

(
4

.

4) 可统一表示为

{P}
e
= 日{P

机
}
e

( 4
.
5
)

式中笼P吟
“

与普通有限元法中的单元等效结点载荷列阵相同
.
对于其它类型的单元

,

也 可 得

到如式 (4
.
5)所示关系式

.

由单元的模糊等效结点载荷可建立结构的总体载荷列阵{P }
,

显然有

{P }~ p{P
“
} (

4
.
6
)

式中笼尸叮是笼P} 中各元素的主值 组成的向量
,

其值与普通有限元法中的总体载荷列阵相等
.
将

式(4
.
6)代入式 (2

.
1)

,

并注意到在本节中结构总 刚是非模糊的
,

得

[K ]{U }= 日{P
“
}

对上式作凡水平截集
,

得 区间方程组

[K ]{U
,

U }
; 一 [夕

,

刀〕
*{p 仍

} (
、
.
7 )

记

王U ln }= [K 〕
一 ‘

{ I
, 跳

} ~ {
u
T

, u 雪
,

⋯
, u 毋}

,

根据式 (2
.
3)

,

得方程 (4
.
7)的解通U

,
万}
:的各分量为

〔参j
, 忍, 〕:一 [刀

, u 孚
,

刀
2。孚〕 (j ~ 1

,
2

,

⋯
, n

) (
4

.

5
)

式中

刀
;= 旦*

,

刀
2
一声
;,

刀
;= 尸

:,

刀
2
一刀

久 ,

当u孚> O

当u孚< 0

‘, 一 ‘,
2

,

一
,

} ( 4
.
9)

式(4
.
8)是方程 (4

.
了) 的准确解

.
取一系列不同的 艇〔o

,
1 〕

,

再由式 (2
.
”)便可构造出模糊位

移解{U }
.
显然

,

此时的计算量也几乎与普通有限元法相同
.
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五
、

一般模糊有限元平衡方程的解法

现在讨论当结构材料的弹性模量和作用于结构的载荷均具有模糊性时各结点模糊位移的

求法
.
根据前两节的处理方法

,

此时平衡方程可写为

“
[ K

。
] { U } = 日{P

‘
} (

5
.
1
)

对上式作 几水平截集
,

得区间方程组
:

[必
,
反〕:[K

。〕{U
,

万};二 [刀
,

刀〕
*{尸‘

} (
5
.
2
)

记

{U 饥
} 二 [K

。
]
一 ‘
{ p

“
} ~ {

u
r

, u 号
,

⋯
, 。毋},

实际上{U 吟与普通有限元法位移解向量相等
.
根据式 (2

.
3)

,

方程 (5
.
2)的解{U

,

刀}*的 各

分量为

[警, , 云, 〕;= E (刀
1
/a
l
)
。了

,

( 刀
2/aZ)

u孚」 (j ~ 1
,

2
,

⋯
, n

) (
5

.

3
)

式中a
, ,

a2

,

刀
, ,

刀
2
的取法与式 (3

.
8)

、

(
4

.

9
) 相同

.
式 (5

.
3)是方程组 (5

.
2)的准确解

.
取一

系列不同的几〔〔。
,

1〕
,

再由式 (2
.4、便可构造出模糊平衡方程 (5

.
1) 的位移解{U }

.

六
、

边界条件的模糊性及其处理

在结构分析中必须给定位移边界条件
,

否则无法求解平衡方程
.
本节讨论模糊支承条件

的处理方法
.

位移边界条件的模糊性主要来源于边界的支承条件
.
支承条件可用弹性支座来模拟

,

即

受约束处如果发生位移
,

该支座便向此结点施加一个阻止位移的力
,

其大小正比于位移值
,

这可以看成被约束结点通过一个弹簧连接在刚性支座 匕
.
在普通有限元 法中处理弹性支座的

方法是
:
设第:个位移分量处有刚度系数为 k

,

的弹簧约束
,

只须将 k:加 到总刚度矩阵主对角

线
_
[第
:
个元素 上去

.
由于刚性支座可以看成是刚度系数为无穷大的弹性支座

,

所以 k
。

可 以

在零到无穷大之间变化
.
位移边界条件的模糊性也正是来源于k

,

的模糊性
.
此时可用模糊刚

度 系数ks 来描述支承条件的模糊性
.
对k

。

恰当地选取左
、

右展形及隶属 函数
,

可 找 到 常数

C : ,

使
:

k 。二C oE = a (C
a
E 。

) (
6
.
1
)

式中E和 a 由式 (3
.
2 )和 (3

.
3)定义

.
显然

,

将k动口到 k
, ,

上之后
,

总刚仍具有式 (3
.
5)的 形 式

.

这说明对于支承条件模糊性的处理方法与处理材料弹性模量模糊性的途径是一致的
.
当C
:
取

一 很大的数值时
,

相当于普通有限元法中用大数法处理刚性支座
.

七
、

结 语

有限元法是当今工程结构分析中使用最普遍的方 法
,

模糊有限元法较之普通有限元法向

人们提供 了更多的有实际价值的辅助信息
.
但

、

是
,

如果为了求得这些辅助信息
,

要花费比普

通有限元法多
一

卜几倍甚至几十倍的计算量
,

则将会严重限制这种方法的推广应用
.
本文将模

糊数学理论
、

区间方程理论和有限元平衡方程的物理意义结合起来
,

提出了一种快速而又准

确的模糊有限元平衡方程解法
,

其计算量与普通有限元法几乎相同
,

这为进一步深入研究模
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糊有限元理论
、

方法以及推广其应用提供了有力的工具
.

参 考 文 献

〔1 1 王彩华
、

朱恒山
,

基于L 一R 型模糊数运算法则的一种结构模糊方程的解法
,

《模糊分析设计 的

理论与应用梦
.
第三届全国模糊分析设计学术会议论文集

,

中国建筑工 业 出版社 (19 93)
,

35

一38
.

〔2 」 禹智涛
、

吕恩琳
、

王彩华
,

结构模糊有限元平衡方程的一种解法
,

重庆大学学报
. 19(l) (1996 )

,

5 3 一58
.

〔3 1 D
.
杜布瓦

,

H

.

普哈德著
,

《模糊集与模糊系统—理论和应用 梦
,

江苏省模糊数学专 业 委

员会译
,

江苏科学技术出版社 (1987)
,

70 一76
.

〔4 1 王彩华
、

宋连天主编
.
唁模糊论方法学》

,

中国建筑工业出版社 (1988)
,

23 一26
.

[ 5 ] E
.
H ao sen ,

I
n t e r v a

l
a r

i t h m
e t i

e

i
n

m
a t r

i
x e o

m p u t i
o n s

,

P
a r t

l

,

S I A
M

,

J

. ,

S
e r

i
e s

B

,

N

“m e r 亩ea l A n a l夕s 谊s
,

2 ( 1 9 6 5 )

,

3 0 8 一320
.

[ 6 ] E
.
H a n sen ,

I
n t e r v a

l
a r

i t h m
e t i

e

i
n 扭a t金i x e o m p

u t io n s
,

P
a r t

l

,

S
I A

M
J

. ,

S
e r 玄e s B

,

N

u 阴e r fe o l A
n a
l,

s f s ,

2 ( 1 9 6 7 )

,

1 一9
.

A N e w S o lu tio n t o S tru c tu ra l F u z z y F In lt 6 E IG m e n t

E q u ilib riu m E q u a t lo n s ( S F F E E E )

L u E n lin g

(D eP art,刀e ”才 o
f E n夕fn e

e r ‘ng M
e c ha ”i e s

,

C h
o n g q f

n g

U
”f
v e r s 玄t寿

,

C h
o ”g 。玄n 夕 6 3 0 0 4 4

,

P

.

尺
.
C h f月a )

A b
s
t
r a e

t

A
s
P
e e

d y
a e e u r a t

e s o
l
u t i

o n t
o s

t
r u e

t
u r a

l f
u z z y f i

n
i t

e e
l
e
m

e n t
e
q u i l i b

r
i
u
m

e
q u a t i

o n s
( S F F E E E )

,

b y
e o

m b i
n

i
n g t h

e

d

e

f i
n

i t 呈o n o f th o so lu t io n o f in ter v a l

eq u a t ion s w ith th e m eeh a n ie a l m e a n in g o f th e str u e tu r a l fin ite e lem e n t e q u ilib
-

r iu m e q u a t io n s (S F E E E )
,

w
a s p u t f

o r
w a r

d

.

T h

e

f
u z z

i f i

e a t i
o n o

f t h
e

S F F E E E

,

w h i
e

h 1
5

d i
s e u s s e

d i
n t h i

s p a p
e r ,

o r

i g i
n a t

e s

f
r o

m t h
a t o

f m
a t e r

i
e a

l p r o p e r t y

,

5
t r u e

t u r a
l b

o u n
d

a r y e o n
d i t i

o n s a n
d

e x t e r n a
l I

o a
d i

n g

.

T h
e e o

m P
u t i

n g q u a n t i t y o
f

t h i
s s o

l
u t i

o n
1

5 a
l m

o s t
e

q u a
l t o t h

a t o
f t h

e
g e n e r a

l f i
n

i t
e e

l
e

m
e n t m

e t h
o

d

( G F E M )

.

K
e

y
w o r

d
s

f i
n

i t
e o

l
e

m
e n

t
e

q u
i l i b

r
i

u
m

e
q u a t i

o n s
,

f

u z z
J

n u

m b

e r
s

,

i
n t

e r v a
l

.

e

q

u a

-

t i
o n s


