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摘 要

木文将静力结构设计问题归结为一类代数特征值反问题
.

由于灵敏度计算是解决这类问 题 的

重要环节和主要工作
,

因此在多元函数论的墓础上导出了适合于结构设计的高阶灵敏度 表达式
,

该表达式的特点有坚实的数学基础和实用价值
.

关键词 结构设计 灵敏度 反问题

一
、

引 育

结构设计是航空航天领域最贡要的研究内容之一
,

它的木质是参数型代数特 征 值 反 问

题
。

在解决这类问题时
,

灵放度 (即特征值和特征向鼠关于设计参数的导数 ) 分析是 至关重

要的
,

这是国为灵敏度为设计者提供了贡要的信 自
、

,

可以帮助设计老优化结构设计或使结构

的 灵敏度最小化
。

目前国内外研究该 问题的文献不少
,

但由于高阶 灵敏度分析比较繁琐
,

难

度较天
,

基木上集中在一阶 灵敏度的研究
「‘’, 〔2 〕.

实际问题中仅知道一阶灵敏度住往是 不 够

的
,

还需要更高阶灵敏度的信息
,

特别是遇到由于参数改变量较大
,

特征导数需要用T a y lo r

级数逼近时
,

高阶 灵敏度计算就尤为币要
.

文〔3 〕研究了含参数矩阵特征导数的解析性以及摄动展开问题
,

由于是从数学角度考虑

的
,

不能直接利用
.

而结构设计是一个工程实际问题
,

所求参数必须有明确的物理意义
,

本

文根据多元函数的一个隐函数定理
f 魂’,

得到一个相应的推论
,

利用该推论导出了适合结构设

计的高阶灵敏度表达式
,

该表达式具有普遍意义
。

二
.
、

结构设计问题的数学描述

为了叙述方便
,

首先定义一些数学符号的意义
.

R ‘ ’ ”

表示 。 x n
阶实矩阵

,
刀

”

~ R
”“表

示实
。维列向量

,
S 刀

” ‘ ”

表示。 >( 。 阶实对称矩阵
,

d e t (A 、表示矩阵 A 的行列式
,

I。 为单位

阵
,

N (B )表示B 点的某个邻域
.

爷

航空科学青年基金资助项目

1 河海大学土木学院工程力学系
,

南京 2 1 0 0 9 8

2 南京航空航天大学10 4教研室
,

南京 2 1。。1 6

3 上海交通大学
,

上海 2 。。。3 0



36 8 李 书 冯 太 华 范 绪 箕

结构设计问题的数学本质是确定一个满足给定条件的刚度矩阵问题
,

我们将其归纳为如

下的特征值问题
:

对于

K (P)%
‘
(P)= 几

。
(P)x

‘
(p ) (‘二 1 ,

⋯
, 。

) (2
.

1 )

其中P= (P
: ,

⋯
,

P司〔R
N ,

K (P) 是刚度矩阵
,
之‘(P) 是特征值

, x ‘(P) 为相应的特征向量
,

如果给定山
,

⋯
,

瓜
,

为
,

⋯
,

踢
,

并且
二r二

, = 占
‘,

(2
.

2 )

求设计参数P
,

使得

几‘(p )二几
‘, 、,

(p )= x ‘ (‘= l ,
,

二 , n
) (2

.

3 )

三
、

数 学 基 础

现在我们给出一个隐函数定理
,

其证明过程可参见〔4 〕
.

定理 如果实值函数j
‘
(如

,

二
,

雪。
,
小

,
⋯

,

朴)
,

(f二 l ,
一

, m ) 在 R ‘ 十“ 的原点的某

个邻域内是m + h个实变量的实解析函数
,

并且

f
‘
(o

,

⋯
, o )= 0

d 。 t
J

丝鱼兰亘业
-

-

一 口(占: ,

⋯
,

占耐

(i二 x ,

⋯
, m )

占i =

77 了=

0 (‘二 1
.

⋯
,

仇 )诀 o

0 (j= 1
. ·

⋯h )

则方程 f
‘
(占

, ,

⋯
,

占。
, 刀1 ,

⋯
, 叮。) = o (‘= 1 ,

⋯
, m )有唯一解雪

‘== g ‘(叮
; ,
⋯

, 刀、) (f= 1 ,
⋯

, m )
,

并

且当刀
; 二⋯ = 泞* = o时

,

睿: 二⋯ ~ 占饥 ~ 0 ,

占‘二 g ‘(刀
, ,

⋯
,

叭)(i= 1 ,

⋯
,

m) 在R ”的原点的某个邻

域 内解析
.

基于这个定理将导出关于在原点邻域参数的灵敏度
,

由于我们研究的是实际问题
,

所求

参数要有意义就不能在原 点的邻域内
.

但我们从上述定理中可以得到下面的推论
,

证明过程

与上述定理相同
.

推论 如果实值函数f
‘

(占
: ,

⋯
,

省。
, 叮1 ,

⋯
, 刀;

)(‘= 1 ,

⋯
, m )在R ” + ”的一点 月 ~ (o

,
⋯

, o ,

、~ 如尸“
饥

时
,
⋯

,

时)的某个邻域内是 m + h 个实变量 的实解析函数
,

并且

f
‘
(0

,

⋯
, 0 , 叮全

,

⋯冲贯)= 0

、一叼
声了

饥

(宕= I ,

⋯
, 。)

d e 七
口(f

; ,

⋯
,

f
二
)

口(雪
; ,

⋯
,

占。 ) 占‘~ 0

叮夕= 珍尹
‘

瓦
’ ‘ · ,

司 铸 0

则方程 f
‘

(占
1 ,

⋯
,

君。
, 刀 , ,

⋯
, 刀。) = 0 (i = 1 ,

⋯
, m )有唯一解省

‘= g ‘(刀
: ,

⋯
, 叮。) (i = l ,

⋯
, m )

,

并且当粉
, = 珍季 (j= l ,

⋯
,
h)时

,

省; = ⋯ = 占。 = o ,

省‘= g ‘

(刀
, ,

⋯
, 刀、) (‘= 1 ,

⋯
, 。)在R 几的一个

点B ~ (刀全
,

⋯
, 刀扮的某个邻域内解析

.

根据本文第二节的数学描述
,

令

X ~

如果P二 P劳~ (P全
,

[%
, ,

⋯
,
x

。

X
Z

一〔x
: ,

⋯
, x

:

〕 (3
.

1 )

⋯
,
P益)〔R

N
为所求

,

则 由 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )和 (2
.

3 )式
,

有

兄
, 0

X , K (P哟X ~

了瓜
‘

飞
,

刀 : = l
’

二 l
七 凡

二
J

凡, 诺几(刀
2

) (3
.

2 )
0 左

2
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令
介...

、.卢
廿

、,尹
廿

PP
/‘、了‘、

戳22
少招甘抢

了(P) 二 X 公K (P )X 二
花; :

(P)

花: ,
(P)

龙, :
(p )〔R

‘,

花
2 :
(P)〔R

” 一 ‘
(3

.

3 )

(f
:
(z

,

p )
,

⋯
,

f
, 一 :

(
: ,

p ))
, 二不: ;

(p ) + 〔花
2 2

(p )一 花
; :
(夕)I〕: 一

: 不r
:

(夕)
:

夕〔尸N , : = (亡
: ,

⋯
,

亡
, _ :

)
, 〔刀卜

‘ (3
. ‘

4 )

由式 (3
.

4 )可见
,

对之〔R
枯 一 ‘和P〔N (P

朴
)

,

(f
:
(
: ,

P)
,

⋯
,

f
” 一 :

(
: ,

p ))
,

是解析的
,

d e七

并且f
‘
(0

,
P .

)二0 (‘” 1 ,

⋯
, ”一 1 K (P哟是对称正定阵

,

因此

= d e 七(刀
: 一几, I)袭 0

之“ 0
.

P = P铸

由推论知
,

方程

f
‘
(
: ,

P)二o (￡= 1 ,

⋯
, 。

一 )

在点P井= (P全
,
⋯

,

P井)的某个邻域N (P
书
)内有唯一解析解

2 二 z
(P)

,

由 (3
.

3 )、 (3
.

5 )式可见
:
(P)满足

(3
.

5 )

并且
z
(P

.
)= 0

.

‘(·)

{
:
(

;
。

l
一“

飞生
‘·, ·‘爹

1
(·, ·‘户, ,

〔
二
(

;
)

P〔N (P
.
) (3

.

6 )

(3
.

7)

、.了

只�
.

八J
古

f
、

令
几: (p ) = 石

; ,
(p ) + 石乳 (力)

:
(户)

, 、 ,

(户) 二 x , + X : : (户)

由 ( 3
.

3 )
、

(3
.

6 )和 (3
.

了)式
,

有

K (p ) x
;
(p ) 二几

,
(p ) x

:
(p )

,
夕〔N (p

长
)

由 (3
.

7 )式可见
,

几、(p ) 和 x ,
(p )在N ( p 朴 )内解析

,

并且

几: (P
肠
) 二几

: , 戈 :
(P

爷
) , 父 , ( 3

.

9 )

四
、

高阶灵敏度的推导

将式 (3
.

5) 两边乘以%T (P)
,

并稍做变化得到

久,
(p ) ~

x T(P)K (P ) x
: (P )

一天了而瓜议川一
’

P〔N (P舫 ) (4
.

1)

对 (4
.

1) 式两边求导后
,

利用 (3
.

8 )式加以整理得

口元:
(P )

日P‘

一
!
· : ( , 卜

喂黔
~

一 ( , ) }/
·丁‘。, X

飞
‘。,

,

P〔N (P
务
)

,

(4
.

2)

由 ( 3
.

9 )式
,

得

(恐俨〕
, _ ,

一
‘(

OK (P )
OP。

·

X I, N ) (‘
.

3 )
户” P朴

对式 ( 3
.

8 )两边求导
,

〔几: (P ) I 一 K (P) 1

并通过移项
,

得

a x :
(p )

a p ‘

~ 「
~

丝鱼吐
一

L 口P‘

口几、(P )
OP.

‘

]
x l
‘p ,

,

P〔N (P爷)

(‘二 1 , , , , N ) (4
.

雀)
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并且由式(3
.

2 、
、

(5
.

7 )及
:
(P

肠
)= o ,

(4
.

4 )式左端可写成

(4
.

5 )
、.宁产

P
J矛.、

之日
Z‘、

r.....t, ...〔* :
、, ), 一二 (, ·)〕尸梁工

一

)
, _ , ,

一 X

{
0 0

O 几11一刁 : / 。P
‘
)户二 , ”

有o

由式 (2
.

2 )
、

(3 一 )可知

X , X ~ I

又因为几
:
诺久(姓

:

)
,

则由式 (4
.

4 )和 (4
.

5 )
,

(4
.

6 )

!
(a

z
(p )/ 口p

‘
)p二 o (几

,I 一刀
:

)

一 1
_

}
X ·

〔嘿望
一

)
, _ , .r....、

一一

、...

肠厂石

(处业2、
、 口P

‘
/

.

I

P= 户份

由(3
.

7 )式
,

有

(旦瓮尸
一

)
。_ , ,

一 〔一 X
Z

I
[
(口

z (p )/ 口p
‘

)p = p ,

一 X
Z

‘“
1
‘一 “ 2

,
一 ‘

X :(
aK (P)

a P
‘

一

)
·

二 ,

z
P~ 户介

(4
.

7 )

与(4
.

3 )和 (4
.

了)式推导过程相同
,

由 (4
.

2 )和 (4
.

4 )式可分别导出下面两式

口. 凡;

(p )
云瓦不百瓦)”一尹

_ ‘
,

了 。,

K (P) 、

= “饰五丁下而奋7
p 一 , , , 人 ’

刀 ~ l 口 一 孟

+ 艺 E
卜 。 , 二 o

(t
i

.

⋯

E
,

矛
: _ i

)
‘一 1

. r

(
_ 旦i丛工夕〕 、
、 d P t ,

⋯ 口P才
{、 r_ : /

(P)

P= P务

补
P一一P

气...J「一一旦竺)_
_ _

_ (卫翌边
一、1

L 口P r,

⋯口户t卜 , 、 口P i: 产
_

1

。s 一‘一 , x :
(夕)

口P t , 、
一

r

⋯口P t
: _ : (4

.

8 )
一

l
扭tJ

签
P一一户

口刀x :

(p )
)

,

一 二 。〔、
;
‘一 刀

2

〕一X : {(
尹

夕~ p 开

口召K (p )
口P i,

⋯口P‘ 口P‘
:
一a P‘ P= P荟

长 _ 矛 护
尸 , ,

、 。 、 了
、 /

+

乐
、, :

,

粉
,

:

)
,

气玩
一

; ; ;

玩
一

L“ 又” 一 ‘ I
L”

’」), 一 , ,

、

,

a‘
一 ‘x :

(乡)
口P* , + ,

⋯口P *
: )

p一 , ,

}
(4

.

9 )

上面 二式中
, : ” 2 , 3⋯ 和自然数‘

, ,
⋯

,
儿〔{ 1 ,

⋯
,

N } (i
: ,

⋯
、

, ‘。中可以有一些相同 )
.

符

号 乙 的意思是八
,

二‘
a

作为
: 一 1个足标

,

从{八
,

⋯
,
i
:

}中任取l一 l (l 《l(
: 一 l) 个足

(t
: ⋯ t一 ,

)
‘_ :

. r

标 t : ,

⋯
, t : 一 , ,

从{‘
。,
⋯

, f,

}\王t
l ,

⋯
, t‘

一 ,

}中任取
r
(
:
(

s 一 l) 个足标 t‘,

⋯
, t‘+ 卜

; ,

{i
: ,
⋯

, 玄,

} 中

余下 的足标 作 为 九
; , ,

⋯
,

fs
一 ; ,

则和符号 乙 是对八
,

⋯
,

ia 的所有这样的组合求和
.

(t
l

,

⋯
,

t
: 一 i

)卜
i

, r

符号 乙 是把‘
; ,

一
, i ,

作为
: 个足标

,

从{‘
, ,

一
, i: }中任取l(I《l《

S 一 1 )个足标 ‘, ,

⋯
, t‘,

(*
,

, ·

⋯ t
:

)

(‘:
,

⋯
,

ia) 中余下的足标记为 抓
工,

⋯
, ‘ ,

和符号 乙 是对 八
,

⋯
, ‘,

的所有这样的组合求
(t‘

,

⋯
, t :

)
,

和
。

在以上推导过程 中
,

几:
是任意一个给定特征值

,

为为与 之:
相应的特征向量

,

显然我们推

导得到的 (4
.

3 )
、

(4
.

7 )
、

(4
,

幻和 (4
.

的式可以用来计算任何特征值和特征向量关于参数的灵
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敏度
.

为了表示清楚和使用方便
,

设孤是K (p 哟的任一特征值
, % ,

为相应的特征向量
,

对问题

(2
.

1)有几
。
(p

爷
)= 凡, , % 。(P

爷
)= x ,

(h = 1 ,

⋯
, 。
)

,

令

戈。二 [戈 ; , 二 ‘ , % * _ , , x 。十 , ,

⋯
, % ,

1
,

才
。= d ia g 〔几, ,

⋯
,
凡。

_ 1 ,
久。

+ 1 ,

⋯
,
几

,

] (4
.

1 0 )

则由 (4
.

3 )
、

(4
.

7 )
、

(4
.

8 )和 (4
.

9 )式
,

得下面几个关于 灵敏度的表达式

(碧)
。一p 。 一

xT(鄂
2
一

)
。_ p ,

一

(
一

旦
斋,

一

)
。_ p 。 一 , 无

‘招
一“

、

, 一 , T
(

-

(‘= 一,

⋯
,

N ) (4
.

1 1 )

口K (P)
口P

‘ )
.

、 ,

,
P二P .

(4
.

1 2 )

口‘几,
(P)

日P ii ⋯ aP￡
: )

, 一。

一xT(群{毅-)
, 一

厂、

公 _ 1 8 一 乙

+ 乙 乙
(才

:
,
二

,

买
,
)

, _ 1
, r

(
口, x 。(P)

口P t ,

⋯口P t ,。
一 ,

P一 P釜

爷
P一一P

一..lJ、.,Z口l 一 1 口K (P)
口P ti ⋯日P t卜i 口P i

、

「一旦竺
.

‘

二i生赵必 1
L 口P t , + ,

⋯口P t一 :
」力= 夕, (4

.

1 3 )

(
.

黯黔
, 一p 二 一 , , 〔

一
“

几〕
一 ‘,

《G黔篆)
p 一p ,

一

+ 乙
z二 l (才

i
,

_ 「 护
。 , ,

、 。 , 、 二 ,

〕 l

气
) L玩

下硒, 万L八 气夕, 一 ””又夕” 」
]

, 一 , ·

、
a‘ 一 ‘x 、(P)

口P t 十 ,

⋯ aP t
: )

, 一 ,
,

}
(4

.

14 )

利用 (4
.

11 )、 (4
.

14 )式
,

可以对结构设计问题进行灵敏度分析和计算
,

但要求已知全部

特征值和特征向量
.

五
、

数 值 算 例

该例题是一个结构设计问
、

题
.

对于一个含参数的刚度矩阵K (川

2 P IP
2

P
:
P

3

2 P IP
2

P孟

P IP
3

P ZP
。

P
I
P

。

P叠

r....胜...

一一PK

求出P
,

使得刚度阵K (P) 具有给定的特征值儿‘
.

如果几~ (0
.

3 9 , 1
.

0 0 , 4 0
.

6 0 )
,

P肠二 (l
, 1 , 2 )

,

灵敏度分别列入表 1和表 2中
.

表 1 一阶特征值灵敏度 表2

此时特征值关于参数 P 的一阶和二阶

二阶特征值灵敏度

) ⋯
一

匆丽
一

燕
一

布烈扁蒸
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