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非保守力作用下杆的塑性动态稳定性

揭 敏
�

�杨桂通推荐
,

� ���年 � 月�� 日收到
,

� ���年 � 月�� 日收到修改稿�

摘 要

本文用� �� � � � � � 第二方法分析非保守力作用下直杆的塑性动态稳定性
�

杆处于粘性阻尼 介

质中
�

并受到切向均布的随动载荷作用
�

分析中在应力一应变关系中引入了应变率效应
�

导出了

一个稳定性条件
,

并求出了临界失稳载荷
,

讨论了应变率效应对杆的稳定性的影响
�

关曲饲 非保守力 杆 塑性 稳定性

一
、

引 言

当变形体在某一介质中运动时
,

其间的相互作用力如摩擦力的方向应随变形体的变形而

改变
�

这是一种非保守力
�

例如空中飞行 的导弹和火箭受到气体摩擦力的方向总是 和其外形

相切
,

又如水下运动的潜艇以 及输油管道等等
,

其受力都有类似的性质
�

随着与之相应的工

程技术的发展
,

结构在非保守力作用下的动态稳定性问题越来越受到人们 的关注
�

同时
,

这

类问题在理论上也有代表性
�

详细的理论体系可 参见 � � �� ���
「” ,
� �� � �� � ‘� ’,

� � � � � � � � ‘’“

及 � �� � � �� � 「弓’
等人的著作

�

具体到杆来说
,

常考虑其受切 向均布随动力
〔� 了以及 端 部 随 动

力
〔”’两种情况

�

近来还有关于非保守力作用下的杆件动态稳定的随机可靠性分析的工作 汇’“�

迄

今为止
,

所有的工作都是在弹性范围内进行的
�

本文分析了非保守力作用下杆件的塑性动态稳定性
�

杆件被假设处于粘性阻尼介质中
,

受到沿切向均匀分布的随动载荷作用
�

本文将采用 由 � � � � � � � ‘吕’
在连续系统中发展起来的

�� � � � � � � 第二方法 �以下简称�
一

� 法�进行分析
�

众所周知
,

对于保守系统
,

用 �� � � � � � �

第 二方法分析其稳定性是方便 的
,

因为这时可选取系统 的 � � � �� 七。� 函数为�
一
� 泛函

�

然

而对于非保守系统构造其 �
一
� 泛函常会遇到很大 困难

�

� �� � � �� � 在受非保守力作用的杆件

分析中引入了粘性阻尼力
,

这也是一种非保守力
,

并成功地构造 出在这 两种非保守力作用下

系统的�
一
� 泛函「� ’�

当粘性介质中的杆件在随动力作用下进入塑性状态时
,

系统中又多了一

个耗散的因素
,

这使得上述分析方法变得更加困难
�

为了能用解析法得到稳定性条件以 及临

界载荷的封闭表达式
,

本文对杆 中应力变化以及材料应力一应变关系作了一些简化假定
,

首

先假定杆在屈曲时服 从 � � � � �� � 假定
〔” ,

即横截面上应力不发生卸载 , 其次假定准静态时

材料应力一应变关系为线性强化
,

动态时则满足� �� � �� � 的过应力模型 〔‘。, �

由此导出了一

� 华中理工大学
� 、

武汉 ��。。��

���
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个线性动力学微分方程
�

并在此基础上构造了一个 �
一
� 泛 函

,

进一步导出了稳定性条件及

临界失稳载荷
�

从中可看 出应变率效应对杆的稳定性的影响
�

二
、

基本方程和不等式

� �� � �� � 的过应力模型的一阶。 一 。
近似式为

〔‘。’

� 子� 亡� � 〔。 一� �
。�〕 ��

�

��

其中
“ · ”

二
“

创击
”
� � 为杨氏模量 � � 为材料常数

,

� �� � �� � 认为对 大 多 数 金 属 材 料 �

� �� � �一 ‘� � �动为准静态 。 一 。
关 系

,

对性线强化弹塑性材料 ��的� � � � � ,
�
。一 � �� � �

,

其中

� ,
为强化模 量 � 。 �

为准静态屈服应力
�

若忽略弹性应变率亡��
,

则有

� 子� � �� 一 � � 一 � ,
�
。一口 �

�� �〕 ��
�

��

考虑图 � 所示的长为 �
、

横截面积为�
、

并处于阻尼介质中的直杆
,

其动力学平衡方程为

户� 夕� 一 �
�� 一 � ��一 � �,

�, 一 � 夕 ��
�

� �

其 中, �二
,

�� 为杆的横向挠度 � “ ‘ ”

�
“ �闰 �

” �

�为材料密度 � �为均布切向载荷� � 为粘性阻

尼系数 � � 为杆横截面上 的弯矩
�

在 � � � � �� �

假定下
,

利用 ��
�

��式不难算出 � � � �夕
”

��

十 � ��,
“ ,
�为横截面惯性矩

�

假定夕一 �。 , � 二材 � , � �� �。
,

其中�� 斌了两 为横截面惯性半径 � � � 斌
奋

耳万为弹 性 纵

波波速
�

代入 ��
�

��式 中可得无量纲形式的动力学微分方程

犷 ,,’ 十 即、�’ ,, � 仰�省
�一 雪�阴

“
� � 动 � 刀下功 � � ��

�

��

��
�

� �式中
, “

· ”

�
“

刃口二 ”
, “ , ”

�
“ 。��占

” � � � �
,

�� � 刀� �� ��  � � �� � 二 �� �‘, 拜�

。�� ‘� � ” “�一 ‘�“
·

图 ‘ 中的毕界条汗为

功 �省� �
,

占,
� � , 田

“

�舀� �
,

舀,

� 。 ��
�

� �

出于下一节 中推导演绎的需要
,

现从文献 ��」或〔�〕中摘录一个关于弹性直杆 � � � �� �� �

商的无量纲形式的不等式
,

如图 � 所示
,

杆受到均布的保守力 � 作用
�

若 田 信� 约为其可能

位移
,

则有

、 ““�雪

憾
一 ��扣

己� �
“二 ��

�

��

其中
� 。 ,

� �
。 ,

旬 �� � �
, � 。 ,

� ‘�汀� ���
�

为该杆的最小弹性屈曲载荷
〔‘ � , 其余符 号 如 前 所 定

义
�

故又有

�� 省‘一占�二
’“

成
讼生坚

占荟
��

�

��
心

,肋一

田�

仁

卜、一

��
�

��
、

等式 ��
�

��
�

类似地
,

式的解切 �省
,

��
�

� �两式的解 二 �省
, 丁�是图 � 中杆的一个可能的无量纲挠度

,

因此它应满足不

考虑图 � 中两端受到载荷� 作用的杆
�

作为其一个可能位移
,

��
�

��
、

��
�

� �两
� �应满足关于其� � � �� �� �商的无量纲形式的不等式
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挂
、

� 一乡牙书� � �

一
�

—
州 �一一� ‘一一州

图 � 圈 �

��
‘切 尹�、、

��
�二 ���

�

鬓 ��
�

� �

其中砂�鱿为图 3 中杆的无量纲形式的最小弹性屈曲载荷P 。 ,

/(
E 月)

.
此外还可以证明 (详见

附录)
,

r 占
,

、
_

功
“ ‘

d 互 二2
.

共
一一
—

李三
【“ ~

.
几 J 产 一

互盒
,

。 叨 u ‘

(
2

.
9

)

另根据文献〔5〕
,

由s ch w arz不等式可得

t占
_

, 占, , 舀,

, ‘

( 君l
。 阴 “d 占《省、

。 田“d 占( 占‘

、
。 切 ‘“

d 占

其中雪〔[0
,

舀:〕
.

(2
.
10)

三
、

M

一
L 泛函和稳定性条件

义户
经过若千次尝试

,

最后决定取M
一

L 泛 函为
: 一

才
‘

〔:。 2
十 。 , 。

一
。, ( ;

‘一 动切 尸2 、产: 切2
/ 2 +

伽
。。〕、:

乙 J O
(

3

.
1

)

利用分部积分法
,

并考虑到 (2
.
4)

、

(
2

.

5
) 两式

,

有

。一
l
:

‘

、〔a , ? 产/ / ,
+ 。: (。

!一 ; )二
· 十 , 。 + 刀: ‘〕‘ 一 。: 切 /‘ 十”

2:? ‘ / 2

一刀, 劝 “

/
2 十刀, 二功/ 2 }d 省

,

占才

朴
。

{
一
“

“ “ 一仰功 ‘

衅脚
“耐2一脚 ‘ 空

/ “

一 刀切〔叻
‘’“ + a , 。“‘产

+ 拼v (省
:一 省)切

“
+ 刀, 功〕/2 }d 占

,

舀,

故 亡 〔一 劝 ““一 拼, 叨 产劝 一刀、 ”劝 “

/
2 一刀, 勿 “

/
2

一 “
刀丫。“ 2

/
2 + 拌刀, (舀

:一 占)二
‘2

/
2 〕d 省 (3

.
2)

定义度量 P0
,

p 为 p 。
=

s
u p 功 ’十 su p 切 “ 2

+
su

p 扩以 及p 一 }叫
.

将不等式 (2
.
7)代入等式

(3
.
1)

,

有
: 、普l:

’

〔(一卫直i 、
10兀 ,

切 。么+

(

* +

钓
2十刀引

、、》

我
’

(a

一
豁

?·

、

若
a 一 拼雪寻八 。二

>
0

,

即

拼成10 二/雪是 {急
.
幻
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则由不等式(2
.
9)

、

(
2

.

1
0) 可知

: 》 ·

沁
一

儒戎耀爹
>·

沁
一

濡)豢
即犷关于度量p 正定

.
又有

, . ,

占,

犷《合l
。

〔a , “ 2
+

(
功 + 刀叨 / 2 )

2 + 刀
“““

/ 4 〕“占

由不等式(
a + b)

2
《2 (

aZ+ bZ)
, a ,

b 为实数
,

有
., ,

省t , 。 月2 , 。,
2 、

厂《看}八
a田 ““+ 2 功2

召岌生)
d省《‘

(
s u p ‘ 2 + su p 切“ 2

+
s u

p 功 “

) 一“p
。

其中、
= m

a x [
a 丫雪‘

/
2

, , 省:
,

3 刀
2
君‘

/ (
s y

) 〕
.
故厂关于度量p 。

连续
.

由(3
.
2)式

,

有

t省, _ _ _ _ _ .
_

. *
. .

_

V
=

}

。

[ 一刀(“v 一 夕/“)田
“ ‘

/
“一 育v (功 + “, ‘

/ 户)
‘

/
2 一 (功

‘

+ 户功
“

/ 连)
‘

+ 拌名, 功 产2

/ (
2 刀)+ 脚拼(雪‘一 省)功

产2

/
2 〕d 雪

利用不等式 (2
.
7)

、

(
2

.

的可以导 出
1 ,

省z

V 《份、 〔一 a 刀? + 刀
“

/
8 + 省矛拼

“丫/ (二
2
刀)十 刀, 拼君窟/ (10“

) 」,
“ “

d 省
‘ J O

故 当
a > 刀/(sy )+ 舀玄拼么

/ (
二 2

刀
2
)+ 拼占是/(10二

) ( 3
.
4
)

时
,

护( 0 . 综合以 上推导过程
,

由L iap u n o v 第二方法 (详见文献 [4〕)可知
,

当 (3
.3)

、

(
3

.

4
)

两式成立时
,

图 1 中的杆是稳定的
.

又显然 (3
.
4 )式包含了 (盯3)式

,

因此它是该系统的唯一

的一个稳定性条件
.

对于率无关材料
, , 、co

.
此时稳定条件为

雪孟拼
2
/ (

二2
刀
2
)+ 拼舀是/(10二

) 《
a

(3
.
5)

不等式 (3
.
封等效为拼簇拼。 , ,

其中

拼e ,

~
二刀{一刀雪

‘八o + 斌刀
2
占老八 00 + 4 〔a 一刀/ (s卫)〕/雪是}/2 (3

.
6)

为图 l 杆的无量纲临界屈曲载荷
.
对于率相关材料

,

脚
,

~
二刀(一 刀易八0 + 澎 尸占别10 0+ 4a/鱿 )/ 2 (3

.
7)

四
、

算例与讨论

考虑一钢杆
,

取
a 二 0

.
0 一8 ; D = 10 。“

一 ‘
; e

=
5 1 0 0

m /
S ;

A = l o x 2

.

s
m m

2 .

算出 , = 0
.
1 4

.

分别令无量纲杆长省‘和无量纲阻尼系数刀一定
,

比较率相关和率无关两种情形下杆的无 量 纲

临界屈曲载荷脚
, ,

如图 4 和 图 5 所示
.

从图 4 中看到对于一定长度的杆
,

当粘性阻尼系数刀

较小时
,

两种情形下的 临界载荷拼。 ,

相合甚好
,

即这 时应变率效应对杆 的稳定性无太大影响 ,

同时看到此时价
,

较小
,

杆 的稳定性较差
.
前人〔‘一 ‘J

在研究非保守力作用下阻尼对杆的弹性稳

定性的影响时
,

得到 的一致结论是小阻尼会使杆变得更不稳定
.

从本文的结果来看
,

这个结

论在塑性稳定性分析中也是成立 的
.

此外发现
,

随着阻尼的增大
,

应变率效应的影响越来越

显著
.
对率无关材料

,

杆的 稳定性随阻尼的增大而增强
,

其变化规律如图 4 中虚线所示
,

它

与 L ei p h 0 1z 在分析杆 的弹性稳定性时所得到的曲线十分相似
汇6 ’; 然而对于率相关材料

,

杆

却表现出一种特殊的性质
,

即大阻尼时其稳定性也会减弱
.
故存在一个阻尼刀

。

值
,

使得杆的
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稳定性最好
,

或临界屈曲载荷脚
,

取极大值
.

在图 4 中
,

刀
。

* 0
.

00
8

.

显然
,

这个几值在实际

应用 中有重要意义
,

它的一般表达式不难通过(3
.6)式求得

.
另由图 5 中看到

,

当阻尼 大 小

一定时
,

临界屈曲载荷随杆长增加而减小
,

且率相关和率无关两种情况下内
,

、占:曲线的形状

是相似的
,

此时可大致将其分为两部分
,

即存在一个临界杆长雪:
。,

当今《占:
。

时
,

临界载荷随

杆长增加而急剧减小
,

即杆的稳定性对其长度十分敏感
,

且两种情况下 临界载荷 值 差 别 较

大
,

即应变率效应对稳定性影响较大
,

这一区间可称为稳定性对杆长和应变率效应的双重敏

感区 , 而当条> 省‘。

时
,

临界载荷的变化相当平缓
,

且两种情况下临界载荷相差不大
,

此时杆

的稳定性对其长度和应变率效应均不敏感
.
在本文给出的算例中

,

今
。

* 1 6
,

如图 5 所示
,

其

一般表达式也可以 从(3
.
6)式近似求出

.
显然

,

氢
。

也是一个值得注意 的量
.
总的说来

,

从图4

和图 5 看到
,

应变率效应使非保守力作用下杆的塑性稳定区缩小了
,

尤其是当阻尼较大及杆

长较短时
.

应该指出
,

由 L ia p u n o v 第二方法得到的稳定性条件一般来说是充分条件
,

不一定必

要
.

因此本文中得到的临界屈曲载荷是保守的估计
.

此外
,

本文中采用的应力一应变关系是

一个理想化的模型
,

和实际材料尚有差距
.
但 从本文的分析中可以对杆在非保守力作用下的

塑性动态稳定性行为有一定性认识
.

鉴于结构在非保守力作用下发生塑性屈 曲时所表现出的

一些特殊性质
,

对该问题进行深入的研究将是必要的
.

五
、

结 论

本文通过分析非保守力作用下杆的塑性动态稳定性
,

得到如
‘一

F 几点结论
:

(l) 杆的尺寸一定时
,

小阻尼会削弱其稳定性
.

(2) 对率相关材料
,

存在一最优阻尼值
,

使杆的 稳定性最好
.

此时阻尼过大也会削弱稳

定性
.

(3) 小阻尼时
,

应变率效应对杆的稳定性影响不 大
.
随着阻尼的增大

,

应变率效应使稳

定区缩小的程度也越大
.

(4) 阻尼一定时
,

存在一无量纲杆长值
,

坐标轴上此值的左边为稳定性对杆 的尺寸及应

变率效应的双重敏感 区; 其右边则为双重不敏感 区
.



‘

合7 8

(5 )

揭 敏

应变率效应主要在大阻尼和粗短杆时起作用
,

它使稳定区缩小
.

公式 (2
.
9) 的证明

舀.几性、J

录

一一
A

附

考虑如下泛函的条件极值问题
:

犷
‘

⋯
’

\ 功(0 少

舀l

二 in f
A . 1
、
‘

,

O

切” Z
d 易 功 ’Z

d 占
0

” w (占z)= 0 ,

四 ”
(

0
) = 切“

( 占z)= 0

作一泛函

氛? , 一

l

省l

(脚
” 2一 几功

‘ 2

) d 占
0

应有其变分占台= 0. 由分部积分法算得

一 ;
如

d G 二 2(二
“

6 w
‘一 w ‘” d 二 一几。 ’

d 田) {
’

0

+ 2

1

省I

(切’
川 + 久w

”
) 己功d 占

0

百
切” 护’十几切’

一0

L w (0 ) = w (古I)= w “
( 0

) = 切 “
( 雪z)二 0

解上式得 几= 二 ’

/ 鱿
.
故应有

l

省I 君I

0

。即 Z
d 今箭low护’

d 古

此即为(2
.
9) 式

.
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