
应用数学和力学
,

第 18 卷第 4 期 (1 9 9 7年 4 月)

A PPIie d M a the m a t ie s a n d M e e五a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

关于图的(g
,

f)
一

因子分解

马润年
‘

高行山
“

(张汝清推荐
,

1 9 9 5年 7 月10 收到
,

1 9 9 6年4月22 日收到修改稿)

摘 要

设G 是一个图
,

g 和了是定义在图G 的顶点集厂(泞)上的两个非负整数值函数且g 《了
.

图 G 的一

个(g
,

I) 二因子是G 的一个支撑子图F
,

使对所有的 x 任犷(G )有 试二 )《d F (, )《j( 二 )
.

若G 本身是

一个(g
,

,) 一因子
,

则称G 是一个 (g
,

j) 一图
.

若G 的边能分解成一些边不交的 (g
,

f )一因子
,

则称

G 是 (g
,

了卜因子可分解的
.

本文给出图G 是 (g
,

f)一因子可分解的一个充分条件
.

关链词 图 因子 因子分解

一
、

引 言

设G 是一个有限图 (没有lo o p )
,

犷(G )和 E (G )分别是G 的顶点集 和 边 集
.

对每个 x 〔

犷(G )
, 用d 。

(x) 表示 x 在‘中的次数
.

设g ,

f是定义在犷 (G )上的两个非负整数值函数且g 《了
’

表示为g ,

f
: 犷 (G )。 Z

+ ,

其中 Z
斗

表示非 负整数集
.

图‘的一个 (g
,

j) 一因子是 G 的一个支

撑子图F
,

使对所有的 x 〔V (G )有g (x) ( d ,
(x) 《f (x)

,

称F是G 的一个 (g
,

f)一 因子
.

若口

本 身 是 一 个 匆
,

f )一因子
,

则说 G 是一个 (g
,

j) 一图
.

若对任意的二〔犷 (G )有g (x) = a,

f(x) = b
,

则称G 的一个 伪
,

f) 一因子为G 的一个 [a
,

句一因子
.

若a = b
,

则称〔
a ,

句一因子为
a 一因子

.

类似地
,

若‘本身是一个 阵
,

b] 一因子或
a 一因子

,

则说 G 是一个 [a
,

b] 一图或
a 一图

.

若G

的边能分解成。个边不交的 (g
,

f)
一因子F l ,

F
:

⋯
,
尸。 ,

则称F , U F : U ⋯ U F 。
为 G 的一个

(g
,

j)
一因子分解

,

并称G 是 (g
,

f)
一因子可分解的

.

文 [l 〕给出了许多
r一因子分解和 [a

,

句一因子分解的结果
.

文〔幻主要研究了 [a
,

b] 一因子分

解
.

文〔3 〕和文〔4 〕给出了 图 的 (g
,

f)
一因子分解的概念并给出了一些结果 (例如对任意的

劣〔V (G ) f (x )二夕(x )二 O(m o d Z))
.

文 [ 5〕和文 [ 6〕主要研究 T (g
,

f)一因子分解
,

并给出份
,

f)
一因子可分解的一些充分条件

.

本文是文〔5] 和 1 6 ]的一个扩展
.

参考文献中许多关于 因子

分解的 结论都可作为本文的直接推论
.

二
、

主 要 结 果

定理 设G是一个图
, 夕 ,

f
: 厂 (‘), Z

+ ,

若对所有的 x 〔厂(G )满足条件

m g (x )+ m ,
(x )《d 。(x )《tn f(二) 一 , 2

(x )
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其中

。 1
(
二
)一{

m Z

(二)一{

O ,

m 一 1 5

0 ,

m 一 1,

若夕(x )二 0 (m o d Z)

若夕(%)二 l(m o d Z)

若f(戈)二 o (m o d Z)

若f(x )“ 1 (m o d Z)

则G 能分解成m 个 (g
,

f) 一因子 (其中m 是一个正整数 )
,

即‘是 (g
,

f)
一因子可分解的

.

为了证明本定理给出下面的引理
。

引理
〔“’
设 G是一个。一边

一
连通图 (。》 1 )

,

0是一个实数使。( e《 1 ,

且g ,

f
: 犷(G )” Z

十 .

若下列三个条件成立
,

则G 有一个 (g
,

f)一因子
.

(x ) 对所有二〔V (G )
, g (x )( 口d

。
(x )灯 (x )

.

(z) G 至少有一顶点
u
使斌

“
)< f(

“
), 或对所有x 〔犷(G )

,

川劝 = f (x)
,

且 名 f(‘) 是
留 c r (口 )

偶数
.

(3 )集合 {d o (二)! g (二)= f(二)
, x 〔犷 (G )}和集合凌j (x ) ! g (x ) = f (二)

, x〔犷(G )}由偶数组成
.

定理之证明 对仇用归纳法
.

若m 一 1 ,

结论显然成立
.

下面考虑m > 1
.

不失一般性
,

我

们假设G 是连通的
.

设

犷 , = {x 任厂(G ) I夕(x )二 0 (m qd Z)
,

d 。(x ) = 阴夕(x ) }

犷
:

一 {x 〔犷(G )\犷
;
}f(二)二 o (m o d Z)

,
d 。

(二) = m f(、)}
一

v
3
= v (G) \( 犷

, u玖)
,

0 = 1 / 。

且定义犷(G) 上的两个函数q和夕如下

夕(欠)
,

f (大)
,

〔(1 / 。)d
。
(x )〕

,

若火〔犷 ,

若二〔犷
:

P (川 =

若%〔厂
; {

夕(二 )
,

f(二)
,

〔(1 /。)d
。
(劣 )〕弓

·

l ,

若劣〔犷 ,

若劣〔厂
2

若x 〔犷
3

了.夕
、

,t
、

一一
、,声
‘

欠

目

了..、,

g

其中〔(1 / m )d
。
(x )〕表示 (1 / m )d

。
(x) 的最大整数部分

.

很显 然 对 任 意 的 x 〔V (G )有q (x) 成

P( 劝
,

且 q ,
P

,
0一 1 / m 满足引理的三个条件

.

因此G 有一个 (q
,

P)
一因子F

,

且可证对任意

的X〔V (G )有

g (欠)《g (% )( (1 / m )d
。
(劣)( P (x )《f(x )

事实上
,

对每个 x 〔犷 1 ,

q (x ) = p (x ) = g (x ) == (1 /。)d
。
(x )( (1 / m )(m f(

二
)一 。

:

(x ) )《f(欠)

对每个 x 〔v
Z ,

g (
x
) = P (x )= f(戈) = (1 /。)d

。
(x )》 (1 / 。)(。夕(x ) + 。

;
(x ))》g (大、

对每个火〔v
3 ,

q (x ) = 〔(l / 二)d
。
(% )〕> 仁(一/ m ) (m g (x ) + 。

1
(x ))j= g (x )

若义〔F
: ,

且 f(x )二 o (m o d Z )
,

则

p (劣)~ [ (l /。)d
。
(% )〕+ 1《 (l / 。) d

。
(x )+ 1 < (1 / m )(。f(义)) + 1 = f(x )+ l

即P (劝 < f(x) + 1 ,

因不等式的两端是整数
,

因此 P(劝 簇f(川
.

若 x 〔犷
3 ,

且 f(x) 二 l( m o d 2 )
,

则

p (% )= [ (1 / m )d
。
(x )] + 1《 [ (l/ m )(m f (x )一 m Z

(% ))] + z

= 〔(1 / m )(。f(劣)一脚+ 一)] + 1 = f(x )



关于图的 (g
,

f )一因子分解

因此 ,
对任何义〔犷(G )

,

g (戈)《g (尤)《 (l/ m )d
。
(x )( P(欠)( f(x )

即F还是G 的一个 (g
,

f )一因子
.

令口= G 一 E (F )
,

则对一切义任厂 (G )
,

d 。(x) 二 d 。
(劝 一 d ,

(x)
.

对每个 %〔犷, ,

d 子(x ) = d 。 (x ) 一 d ,
(义) = 。g (火) 一 g (x ) = (m 一 )夕(二)

= (。一 1)d
。
(x )/ m 《((m 一 r)/ 。) (。f(x )一 。

2

(x ))

( {
(。 一 1 )f (x )

,

(。 一 1 )f (x) 一 (m 一 2 )
.

若f (x )“o (m o d Z)

若f(x )‘ 1 (m o d Z)

对每个x ‘犷
2 ,

心 (x) = d 。(x) 一 d ;
(义)二。f (x )一 f(x )一 (m 一 l)f(% )

= (。 一 1 )d
。
(x )/ m > ((。一 1)/ m )(m g (二)+ 。 :

(x ))

> {
(m 一 x)g (尤)

,

(m 一 l)g (x 、+ (。 一 2 )
,

若g (尤)二 0 (m o d Z )

若夕(x )二 l(m o d Z)

对每个二〔厂
。,

d 在(x )一心 (x) 一 d
,

(x )) d 。(x )一 P (x ) = d 。 (义)一 〔(1 / m )d
。
(义)〕一 l

李d 。(x) 一
_

l d 。

(x) 一 l =
.

竺二 ! d 。(x) 一 l

刀了 刀不

>

鉴
k 阴。。二卜 , 一 ‘。 一 1 )。(二)一 1 ,

>

罕
一

‘mg (二 ) + 。 一 , )一 1 一 (。 一 1 )。‘、 + ‘。 一 2卜
.

鉴
上

若夕(x )二 o (m o d Z)

若g (x )二 l (m o d Z)

了l!声、l
‘君月岌、

因此
,

对所有 x ‘厂
3 ,

“ (“ ,抓
(m 一 1 )g (x )

,

(。 一 1 )g (% )+ (。一 2 )
,

若夕(火 )二 o (m o d Z)

若g (x )~ 1 (m o d Z)

另一方面
,

对每个 x 〔厂
。 ,

d 。(
戈
)《d 。 (劣)一 q (义)一 d

。

(义)一 仁(1 / m )d
。
(x )〕

、“
·(二)一众

“· (二) + ‘-

<
一

鉴竺m f( x ) + 1 一 (。 一 1)f (x 卜 ,
,

阴 一 1

阴
d 。 (x ) + 1

若f (x )二 O(m o d Z)

, 水 一 1
/ r / 、

二
、 , 、 , , 、 , 、

飞
-

一

—一 戈阴J 气x ) 一 m 十 划 十 1 一 气阴 一 i ) t (X )一 (m 一 2 )十
了月 一

了 .

、

阴 一 1
若 f(x )二 z (m o d Z)

因此
,

对所有x 〔厂
。 ,

“ (x) ( {
所以

,

对一切 x 〔犷 (G )
,

(。一 l)f(二)
,

(m 一 l)f(x )一 (m 一 2 )
,

我们有

若f(x )二 o (m o d Z )

若f (
x
)一 1 (m o d Z)

阴 一 1)g (X ) + 气。卜 12 ; 丈二)簇d 己(x )簇 咬。一 )f (火 )一 (m 一 1 )
。

(
%
)

其中

(。 一 z )l
(
、) = {

O ,

饥 一 2 ,

若g (x )一。(m o d Z )

若夕(x )二 1 (m o d Z )
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‘m 一 ‘’
2
‘x , 一

{
0 ,

m 一 2 5

由归纳法假设知召能分解成m 一 1个(g,

是 (g
,

,) 一因子可分解的
.

若f (x )二o (m o d Z )

若f (二)二 l (m o d Z)

l)
一
因子

,

故G 能分解成m 个 (g
,

f)
一
因子

,
即 G
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