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摘 要

给出了固体小颗粒在边界层 f卜1的 L a g :

an g 讯 n 运 动方程
,

方程中包括受壁面影响的粘性阻

力
,

S a ff m a n 升力及M o gus 升力等
.

使用频谱法
,

得列了颗粒响应流体的 L a g r a n g ia n 能谱的表

达式
,

使用这些结
一

果研究了各种响应特性
.

木文的结果清楚地表明了固体小颗粒在湍流扩散过程

中
,

其湍流扩散是可能大于流体的
.

关键词 L a g r a n g ia n 模型 揣流运动 固休颗粒 湍流边界层

、

引

过流部件表而受固体颗粒磨损问题一直是多相流工程中的重要研究课 题
.

边界层中的颗

粒湍流运动特性是研究过流部件表面材质磨损的墓础
,

目前研究者给出了不少湍流模式来研

究场中的颗粒运动
,

实际 匕
,

他们的模型往往忽略了大速度梯度下起重要作用的 S af fm a n

升力
〔‘, 2 〕

和M a g u s升力
〔“ 3 ,

而这两种升力在大速度下却表现的尤为突出
.

尽管R Ou h iai n e n

和 S七a c hie w ic z t 4 〕

在颗粒沉积边壁的研究中
,

分析了边界层中升力刘
一

颗粒运动影响的重要

性
,

但他们 的方程仅在法线方向上考虑
一

J
’

升力
,

并忽略了边壁 月
一

颗粉运动阴
‘

力的影响
。

R iz k

和E lg h o b s hi
〔5

分析了悬浮在遂洞流中的颗粒运动
,

包括壁面的影响
,

但他们忽略了 M a g u s

升力及压强梯度力对颗粒运动的影响
.

最近我们
6

研究了湍流场中的颗粒运动
,

但忽略了壁

面的影响
,

一

也未研究颗粒的湍流扩散特性
.

本文的主要 工作使化了固体小颗粒悬浮在二维不

可压缩湍流边界层中的 L a g r a n g ia n 运动 方程
,

方程中考虑了两种升力及受壁面影响的粘

性阻力的影响等
.

对所建方程洲行 F o u ri 时 变换
,

得到 了颗粒运动 方程的求解
.

使用频诺

法
,

得到 了颗粒响应流体的 L a g ra n g ia n 能谱的表达式
,

使用这些结果研究了各种响应特

性
.

木文的结果清楚地衷 明了固体小颗粒在扩散过程 中
,

其扩散是可能大于流体的
.

文中忽

略 了颗粒
一壁面作用

、

平行壁面方向的流体速度梯度 (9 犷
,

/ 己劝及颗粒的自旋角速度 (加
,

)
.

二
、

固体颗粒运云力
一

方程

对于任意流场
,

刘小兵等人
〔7 , “〕

修正 了B B O 颗粒运动 方程
,

所建立的 I
」
a g r a n g ia n 颗
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粒运动方程的形式为
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式中 厂
‘

为速度分量
; 口

‘
一。

, 一 。
.

sv x 犷
‘; d 为颗粒直径 ; l , :

表示时间 ; S为颗粒密度 马

与流体密度p 了之比值 ;
, 为重 力加速度分量

, 为为坐标分量 ; K
爪 ,

K
。 ,

K
。和C , 分别 表 示

虚拟质量力
、

B a o s e七力
、

s a
ff m a n 升力和M a g u s升力系数 ; ,

为运动粘性系数
; 滋g n为符

号函数扩颗粒运动阻力系数有表达式

2 4 / 刀e ,

(2 4 / 刀e , )
·

(1 + 0
.
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、才〔
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)
、

D t分别定义为

)/ 口t + 厂
, j口( )/ 口x , ,

D ( )/ D t一 a ( )/ a t + 犷
了, 。( )/ 口义

j

脚标
: f和 j为张量坐标

;
f和乡分别指流体和颗粒

.

对于本文所考虑的颗粒在边界层流场中的运动情 况
,

我们假设颗粒雷诺数 R 。,

很小 (小

于 l)
,

因此系数 K 。 ,

K
。 ,

K
。

和 C , 可分别近似为。
.

5
、

6
.

0 、 1
.

山 5和 1
.

0 ,

导数 d ( ) /扩

、 D ( )/ D t
.

与无约束自由流相比
,

边界层流动中
,

由于受壁而的影响
, 其 8 七o k e s 阻力系数将增

大
.

C
二

和C
,

是考虑壁面对 8 毛o k e s 阻力影响的修正因子
,

对于平行壁面的%方向
,

其修正因

子C
二

采用F a x e n
【
日 〕

的表达式
,

法向夕方向的C
,

采用B r e n n e r ‘0 」

和M a u d e “‘’3的表达式

C
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式中
,

d ~ d / (2 !])
, 刀为垂直于壁面 的坐标

.

可知
,

求解方程 (2
.

1) 的主要困难是升力项的非线性
.

琢
n Ze “ 2 ’

讨论过悬浮在湍流场中

的固体小颗粒的运动特性
,

他表明当颗粒直径小于或等于 K ol m o g o rf f标尺刀[d / 。( 1 , 刀=

(v异/动
’‘4 , 。

为能耗率〕 (也作为目前的研究 ) 时
,

速度梯度 (a V
,

/ 日功可模化成

(2
.

3 )
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另外 V 艺
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V
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式中 I
、

为特征长度
,

’

可采用最小均方差估计
:

( 2
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联立方程 ( 2
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‘) ~ ( 2

. 4 )
,

并借助于运动粘性系数粉和壁面剪应力速度
“,

(u
, = 袱 于石刃毛

,



揣流边界层 中固体小颗粒湍流运动的L a g r a g ia n 模型

场为壁面剪应力 ) 对各变量进行无因次化
,

可分别得到二维湍流边界层中
x 和 g 方向的瞬时运

动方程
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上标 + 表示无因次量
.

方程 (2
.

5 )和 (2
.

6 )为颗粒线性微分运动方程
,

这些方程 既
一

可表示平均运动方程又
一

可表示

脉动运动方程
,

不过在脉动运动方程 中
,

,

重力项消失了
.

三
、

频谱分析

1
.

F o u r i e r 变换
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式中 G 函数矩阵为

[G ‘, ] - }
H

1 1

R e

H
: 1

万二
, R e (万

1 :
H r

Z
E , : ,

一

于万了
:H 1 2 E , ; 二)/ E 矛

, ,

打
1 :

H f
Z

(万
, I
H 止

」) R e
(万

! 〕
万省

:
E j : , + 万孟

:
H

l : E , ; :

) / E ;
: ; R e (H

l :

万 g :
)

H 孟
。 R e

(万
Z

H 孟
:
万了二 ; 一

}
一

H 二H 二E 了。 )/ E 补
,

H o IJ 了
: 〕

式中

式 中

R e是复函数的实部
.

在此
,

弓}入沉钵苗诀的密度区数儿
J
叫

,

则有

E ;
‘, (。 ) ~ 厂于

‘

(公
咔

)厂李
, (t )f

、、 ‘。
、

) ~ 1召争
, , ‘
白)f

、, 。。 )

f
艺,
(。 )定义为

l
。

f
‘, (。 )“臼 一 ’

实际上
,
就 目前的研究要从理论上确定揣流场中流体频谱密度 函数是很困难的

,

尤其是

在非均匀揣流场
.

基于统计和局部均匀假设
,

F re n k ic “:

给出了纵向私横向频谱密度的 相

互关系

,
; ; (。 )一

省
一

,
· 二

(。) - Jf
: :

(。)
(了。

) (3
.

2 9 )

在纵向二方向的频错密度f
: :

(。 ) , H in z e : ’:
」

给比了一表达式

几
:

(。 ) ~ (2 / 二)了彭〔1十 。 2
丁艺勺 (3

.

2 。)

从式 (3
.

2 9 )和 (3
.

2 。)可得到

f
; ;

(。) ~ 。
.

sf
二 :

〔。 )「3 一 2 / (l + 。
二

了宕)三二
了

口飞
二 )自 十 3 、 二

7 广
·

) / 日 + 。
二
、

7
’

厂)
-

目成我们还未发现有f
二 ;
(。 )的韧究

,

这里教和给沙f
二 ;

(。)一近拟才达式
〔“」

f
二 , (。) ~

a
f
二 :

(。,
)十 bf

; ;
咬。

, 。

式中
a和b是常数

,

且
a 十 b~ 1

.

无因次L a g r a n gi a n 积分 时间标尺 T 元
一

可从下式计算得到

T 充~ C二K
+

(丫 )/ 口 (犷 ) 比
.

: l)

式中 C , : 、 。
.

2、 0
.

4 8 ; K是流体揣动能
.

在湍流边界层 内
,

使用 L a u fer
‘s : ’夺

提供的揣动能和能耗率数据
, 口

得
,

在 。火刀
“

乓 : (。,

有

T 充~
。。 + 。, , 卜十 。: 拟于二

式中
, 。‘= 7

.

1 2 2 , 。,

~ 0
.

5 7 3 1 , 。 :
- 一 ()

.

(; ( 、艺: 、
.

在临近壁面 (。< , +

簇 5 )
,

7
一

乙近似为一常数
,

即7
’

云、 ] 。
.

颗粒的自相关函数与流体 的自相关 函数的比值有表达式

朱拼一)
: 。

巨
‘一升

_

类翻卜
1 2

,一徽{双咐
; ,

协
“ ·

而

: 11:
‘

· ·

一
。
‘, )

)
色’

夯;二二{母;}一l了}书鬓箫
‘

2 1

, 一、
一

〔
7 1

艺2

,一书l嚣;{{
。

;

:
、

; ;

]
·

一
、
屹口

·

l}犷
‘

· ;

一
、臼

」
一 ’

交;纷:}一 l:
)

l书}::}号{
一

‘
1

,
一撬价

。
。:

,
: , · 。

: :

,
, ;

{一
。 : 。了。
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·

!l了
,

, ,

一
“。

〕
一 ‘

四
、

颗粒湍流扩散

颗粒的随机运动可由时间相关位移张量万丁灭亏(君 )定义

可
(,

·

) 一 }:
卜

(才

一
)〔R

, j !

‘二) + R
, 了“·‘ , 〕“·

‘

(4
.

x)

则将 式 (3
.

1 4 )和 (3
.

1 6 )代入方程 (4 一 )
,

可得

一
,

t+
X 才X 奋(t

十

)一 2‘ (t
+

一 : +

)R 霎、, (: )d : “

定义颗粒扩散张量D , , , (t
+

)为

_
。‘淤 。

‘

1一 e o s口 了 十

一
乙 、 乙 。仃

一

一一一
~

丁厂
.

- 一-

一 a 田
J O

一

口

D
, ‘,

(t
+

)
1 d

Z d
一卜
见口 :(t

十

)一l
。 E : ‘,

』些些2犷
切

d 曰一 )
。
R : ‘,

(“)d
了‘

(4
·

“)

类似地
,

有

D 了‘,
(“ )一l

。
E ,

! , 8 ifl 曰t

口

d 。 ~ 、 R 扒
, (:

,

)d
: 十

(4
.

3 )

联立方程 (3
.

18 )
,

(4
.

2 )和 (4
.

3 )
,

可得颗粒湍流扩散与流体湍流扩散的比值

佘多子
一
l沂

1 1

, 二 十

德珊
‘

1 2

‘一 +

鬓珊
一

‘! 3

‘
, ;

]三锣直士
一

“。

1��Jeeesls i fl o t +

_ —
一“ 〔d公留

口
」子

因0,‘‘、,�尸

!任
.

D , : ;

(臼
D , : ,

(t
+

)

R ;
: 二

(0

R }
: ;
(O

) ~
,

.

一
,

.

R 二
, ,

fo、 _
,

一 5 i n o t +

‘ ~ 寸 - 未
J

‘ 一 于 一上- 口 争 , 、 , , _ + . 了咭 ‘
、

) 一 2 , ‘”
‘
一 2“, ‘ , ‘

贾事王i (的
目 2 :, , ‘, Jee 一而一一 “ “口

res.eeJ哭0口‘.. .,,J

,‘

一飞..!
、J6d

8 i fl o t +

O )
犷公

�

护
.沁0r‘,、,护lser

.

J

塑”述生 _ (帕 {
-

D r ; ; ( t
十

) J
。
L

R 矛
: z

R ;
, ;

( O)

( O)
仃

,

f 男黯
几‘一

于‘洲‘
, ,

」
8 i n 田才

十 ,

——
一一一 以 a ,

‘上

一l

rJ5 ifl 田才
资

口

: :

十

d .
封

产

产
�

御0性广飞、,.

f
L

(4
.

4 )

式中

当t 牛 令 十 oo 联 立方程 ( 3
.

1 了) ,

( 4
.

2 )和 ( 4
.

:l)
一

可得

D
‘,
( + 一 ) 一l

。
R

￡,
(
· ‘

) d · 十

一
晋

E ‘, (。)

这样
,

颗粒长时阳}扩散张量D , 、, (co )有表达式

D , : :

(co ) 一 ( 1 + m C
;

功宝)
ZD , 二 :

( co ) 一 2阴下
二

功乡( 1 + 。C ;
功约D , : ,

(co )

+ 川 2护呈功; D
了; ,

( co )

D , : ; (co ) 二 一 。丫;

功呈( 工+ 优C
;

功劲D , : :

(二 ) + [ ( 1十 m C ;
功岌) ( 1十 m C

:

功; )

+ 。 2 ?
:

丫;
叻生必吞〕D , 二 ;

(co ) 一 m ,
二

叻奋( l + m C :

叻影) D
了; ,

( co )

D , , ;

(co ) 一 。
纪, 毛叻二D , : :

(co ) 一 2。丫; 叻圣( l + 。C
:

必愁)D , : ;
( co )

+ ( ] + 。C
二

少忘)
; D 了 , ;

(冈 )

/ 一 , 、(C
属

一 :
二

巧 )一走
·

C
, 一

十
一

1

护
3

(孕
十

切
一
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式 (4
.

4 )已表明长时间颗粒的湍流扩散是可以超过流体的湍流扩散
.

对于均匀湍流场
,

有

D l ‘, (co )= D , 。d‘,

式中 D 了。
为流体的湍流扩散

,

氏,
为K r o n e c k e r d函数

.

则刀
, ,
式co )张量可简化成

D , : :

(oo )~ 〔(1 + , C , 价岌)
“ + m Z ? 乙价丢〕D , 。

(co )
’

刀 , : ,
(oo )二 一 m 〔下,叻垦(l + m C ,叻豹 十 ?

二

价番(1 十 m C
:

叻毛)」刀
, 。
(co )

D , , ,
(‘)= [。

2 , 愁叻里+ (x + m C
:

价愁)
“

〕D , 。

(co )

式 (4
.

5 )清楚表明
,

在均匀湍流边界层中
,

颗粒的湍流扩散量 D 。
:

(co )和 马
, ,
(co )总是

大于流体的
.

五
、

湍流雷诺应力

当 : +
= o ,

联立方程 (3
.

1 1 )
,

(3
.

14 )和 (3
.

1 6 )
,

可得

犷李(“ )犷专(“ )一R : , (O)一、
。
E : ,

(。 )d 。 (5 一)

联立方程 (3
.

1 5) 和 (5
.

1 )
,

可得犷套
‘V 言

, 的表达式

二
一

、l了
‘

1 1

,
: 二

“。 十 砰蛋夕蛋、朴
2
,

·

脚
十

、l二
G l

而
“。

。2 2
,

: , J。 +

。l了
G

2 3

‘
, , “。

nU

r.毛,口~

歹不歹蕊一可l
。
‘

2 !

几“。 +
可丁丁丁

而
一

、l了
‘

3 !
, 二“。 十

一

不了几示
3 2

, 一“。 +

可l了G3s
,

,

内
联立方程 (3

.

7 )
,

(3
.

8 )和 (3
.

1 8 )
,

可得

砰
一

可l了
}H

1 1一 l }
2

, 二“。 + 不下夕不丁}了
‘C

1 2 一 C
3

)‘一“。 +

二l了
C

! 3

,
, , “。

、
一

二{了
。

3 1
, 二“。 +

~
l了

(G
3 2一 G

4

)‘一“。 +

可(了
!H

2 2 一 川丫
, , “。

式中 G
。

= R e (H 了
: E 了: , + H

: : E , ; ,

)/ E 霎
: ; -

G
4
= R e( H

: : E , : , + H 全
: E 了, :

))/ E ;
: , ·

研奋
“

能表示成

万育
2
一 (厂言

‘一犷享
‘
)
“
= F 言毛一 2 犷言

‘犷李
‘ + 犷衬

式 中 下不可; 一音
〔

可卜
H

! 1 + H ;
!
),

·

加
+

~

歹丁了万(了
‘流内

二
、一如

一

犷二刘二鱿
; “。 +

一

。户从
么十 H ‘

2
)‘

; , “。〕

六
、

结 论

本文的模型可用来估计湍流场颗粒运动的各种湍流特性
,

包括湍流扩散和湍 流 雷 诺 应

力
.

本文的研究
,

从理论上解释了很多年来一些研究者所发现的
“

颗粒湍流扩散可能超过流

体的湍流扩散
”

这一论说
〔‘5 了, 同时否认了

“

颗粒的湍流扩散永不能超过流体的湍流扩散
”

这一

传统论说
‘’“, ‘7 , ’“““1 .
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