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摘 要

本文提出 � � 空间上线性算子的慨率范数的新定义
,

并用它对算子有界性进行刻划
,

还讨论

了算子空间的完备性
�
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一
、

引 言

文 〔�」定义了� � � � �� 概率赋范线性空间 �简称�
一� � 空间�

�

仁线性算子的概率范数
,

与文 ���
、

仁�」
、

��」
、

〔�〕的定义比较
,

主要优点是适用广泛
,

而且能较好地刻划算子的有界

性
�

本文继文 巨〕之后
,

借助单位球 � ��
,

��
,

在较一般的概率赋范线性空间 �简称 � � 空

间� 上定义线性算子的概率范数
,

并通过对算子有界性的刻划与算子空间完备性的保持来论

述定义的合理性
�

文中用牙表一切左连续的分布函数的集合
,

里
。
� 通�〔牙

�
�

一 ‘

�功关小�
,

��
,

了�表 � �

空间
,

其中了为� 到牙或牙
。

的映象
,

并记�
�

� 了 ���
,

其它有关定义
、

符号与结果详见文 【�〕
、

��」
�

二
、

� � 空间上集合有界性的刻划

定义 � 没��
,

了 �是 � � 空 间
, � 〔��

, �」
,

掩 ��
,

� �� �
,

定 义 � ��
,

�� 二笼� 〔� �

�
二

�� � �一 � �
,

其中� � �限于了取值于牙
。

的情形
,

且约定

� ��
, ��一�

二〔� �
�

,

���� ��
�

易知� ��
,

�� 有下述性质
�

引理 � 对
“〔��

, �〕
, �〔��

,

� ��  
,

有

� � � �� ��
, � �� � ��

, � �

� � � 才,

簇才
。
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定义� 设 ��
,

了�为� � 空间
, � 〔�

, � 〔��
, �〕

,

定义

��� ��
。
� �� ��云� � � �

�

���� � 一 � �

�】� ��二 �� ���� � � �
�

�才�二 ��

由于 �
·

�
。

含义与文 〔�」中�� 相同
,

由文 ��〕中定理 �
�

�与定理 �
�

�可得
�

引理� ��� 若了取值于牙
。,

则 �
·

��是 � 上的范数
,

��
,

�
·

��为赋范线性空间
�

�� � ��
,

了�具有条件 �� � 一 �� �文 〔�〕�
, � 〔��

, 一�
,

则 卜 ��
。

是 � 上的半范 数
,

��
,

卜 �
。

�为半范线性空间
�

引理 � 对每一
� 〔��

, �〕

� � � �� 〔� � ��� ��
。

� ��里� ��
, � �互 �

� 〔� � ��� ��
。

� ��

�� � �� 〔� �
��� �� ��� � ��

, ��� �二任�
� ��二 ��《 ��

由引理 �可知� ��
,

�� 实际上是� � 空间单位球
�

以下均设� 是 ��
,

了�中的非空子集
,

由文〔�〕中引理�
�

�
、

引理 �
�

�
、

定理 �
‘

� 及本文引

理 �、�
,

可得下列定理 �、� �

定理 � 设了取值于牙
。,

则 � 是概率一致有界集的充要条件是
�
〕� � 。,

使

� � � ��
, � �

定理� 设��
,

了 �具有 ��  一 ��
,

则� 是概率有界集的充要条件是
�

对 � � 〔�。
, �〕

,

� � � � �� � �
,

使� 里 � ��
,

��
�

定理 � 设 ��
,

了 �具有�� � 一 ��
,

则 � 是概率半有界集的充要条件是
�
日�� 任��

, ��
,

� � 〔��
。, ��

,
〕 � � � �� �� � ,

使 � � � ��
, � �� �

� 〔��
, � 。�

,

� � � � ,

集 合 差

� 一� ��
, � �涟小

.

定理 4 设 (E
,

了)具有 (P N 一5)
,

则 刁 是概率无界集 的充 要 条 件是 V a〔(0
,

1〕
,

V M >
o

,

集合差A 一 N (M
,

a) 笋小
.

定理 5 设班 (o
,

+ co )

,

则

( l) 若了取值于多
。,

则 N (才
,

0) 为 (E
,

了)的概率一致有界集
;

( 2 ) 若(E
,

了 )具有 (P N 一5)
,

则N 以
,

a
) ( 其中

a〔(O
,

l 〕)为 (E
,

了)的非概率无界

集
.

三
、

线性算子的概率范数

定义 3 设T 是P N 空间 (E
l,
了

、
)到 (E

Z,

了
2
)的线性算子

,

定义

万以约=
rsu P

4
“
< 才

、
0

S U
P

a
( ( 0

,

1 」

in f f
: 二

(

s

)

劣‘N (1
,

a
)

(

亡> O )

(t《O)

为了的概率范数
.
又若了

1
取值于牙

。,

。S u P

刀 ; (t)= 弓
‘
< ‘

、

0

i
n

f

还可定义

f
:x
(
;
)

%〔N (1
,

0
)

(

t
>

O

)

(

才簇O)

为T 的概率范数
.

显然万
:
(t)

,

万早(t)非负
、

单调增
、

左连续
.

引理 4 11
,

( t) 簇万笋(约
.

定理6 设T是P N 空间 (E
l,
买

,
) 到 (E

: ,

了
2
)的线性算子

,

若 (E
工 ,

了
1
)具有 (P N 一5)

,
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则T 有界 (文〔3〕) 的充分必要 条件是h m H
:
(t) -

证明 充分性
:
因犯况踢(t)

一 ‘,

V “〔
(0, l ] ,

日

l 一凡
,

则 su
a〔 ( 0

使

in f
, 〔 N ( 1 , a )

f

: :

( M

。

) >
1 一几

,

故 日a
。
〔(o

,

i n
f f

:
:

( M

。

) >
z 一元

x〔N (1
,

a 。
)

M

。

>
o

,

V
t 李M

。 ,

H

,
( t) > H

,
( M

。

) >

1 」
,

(
3

.
1

)

设A 是(E
, ,

了
1
)中任一概率 有界集

,

由于 (E
:,
了

,
) 具有(P N 一5)

,

由定理 2
,

刘上述
a 。,

刁M
l
> o

,

使刀二N (M
, , a 。

)

,

由引理 l
,

一

牛
一

A 二N (1
.

“
n
、

M
l 一 ‘

=

‘ ,
、 1 , 以 u ,

令 M ~ M
o
M
I,
对V

x〔A
,

由 (3
.
1) 及 (汉2) 得 介

:
(M )

T 月二N (M
,

幻
.
由定理 2

,
T 有界

.

(3
.
2)

~ 介 (兰、
(M

。

) >
1 一几

,

即
“

乃夕,
了

必要性 (反证法)
:
若 h m H

: (才)子 l
则 日几

。
〔(o

,
1

)

,

对V t> o
,

万
:
(t)< 1一凡

。,

即

丫t> 0
,

S ll P
a

“
o , 1 」

i n f

念之万 ( 1 , a
)

f

:
二

(
t
) <

1 一几
。

V 自然数
n ,

i
n

f

2 在 N (
l

介
二

( 川 < l一人

故 :
、 。

〔、
(

} ,

; )

,

使

则 {x 衬必为概率有界集
.

介
劣·

佃 < 1一凡 (s.
3)

事实上
,

对、a〔(。
,

1 〕
,

: 一
,

、。
>

, 。 ,

青
<a,

x
·

‘N (1
,

青)
二 ( ,

,
a

)

.

又设
”
、

, 。

时

f
, ,

(
t

。

) >
1 一a ,

令万
。

= m
a x

{
x

,
t

; ,
t

Z ,

…
,

t
。。

}

,

则{x计二N (M
O,

a
)

.

但T 有界
,

{ T 戈
:
}为概率有界集

,

由定理 2
,
〕M 一M (丸)> 。

,

使{T x
,

} 二 N (M
,
几
。
)

,

即f T
二。

( M ) >
1 一几

。,

V
n

> M 必有fT
x。

( n) >
1 一凡

,

与 (3
.
3)矛盾

.

定理了 设T 是 (E
I,
了
:
)到 (E

Z,

买
。

) 的线性算子
,

了
1
取值于 牙

。,

则 T 将概率一致有界

集映为概率一致有界集的充要条件是
:
日M > 。,

H 早(M )一 1
.

证明 充分性
:
由题设H 皇(M )一 1

,

因此

V x〔N (1
,

o
)

,

f

: : .

n
f f

: :

( M ) 一z亦即
万 (1

,
0

)

( M
)
二

现设A 为概率一致有界集
,

由定理 1及引理 1,

:
M

l

>
。

,

奈
A二N ( ,

.
。)

l性 l

(
3
.
4
)

(
3
.
5
)

令M
。
~

M

;

M

,

V
x 〔月

,

由(3
.
4)与 (3

.
5 )

,

f

:
:

(万
。

)
=

f
_

, ,
、

( 万)二 x
,

即犷刁二万 (叮
。 .

0
)

I t
,

~

二, ;
一 ]

、

皿
1

必要性
:
由定理5

,

N (
1

,

0) 为概率一致有界集
,

由题设

即 V x〔N (1
,

0)

,

f

二 二

( M

。

) 一 1
,

取M 一M
o
H

,

则H 笋(M )

日M
O
> o

,
T N (

1
,

o
) 二N (M

。 ,
o

)

四
、

算子空间的性态

定理 8 设P N 空间 (E
l,
了

〕
)

,

(
E

, ,

了
2
) 具有 (P N 一5)

,
B

(
E

, ,

E

:

) 为 (E
l,
了

,
) 到

又E
:,

了
:
)的有界算子集

,

定义线性运算 (T
,

+ T
Z

)
、一T l火+ T 必

,

(
b T

)
、一b (T 对

,
则
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( 1 ) (B (E
:, 百

2
)

,

男)为概率半范线性空间;

( 2 ) 若了
1
取值于少

。,

则 (B (E
I,

E
Z

)

,

护)为P N 空间
;

( 3 ) 若了
,
取值于牙

。,

则 (B (E
l,

E 幼
,

矛0) 为P N 空间
, .

证明 由文 〔3〕中定理 2
.
4 ,

有界性与 连 续性等价
,

易知 B (E
l,

E 劝 为线性空间
.
当

T 〔B (E
‘,

E
Z

) 时
,

由定理6
,

{票H
少

(
‘) 二 ‘,

由引理 4
,

{兜H ;(
‘) 一 ’,

H

T

(
‘)与 H 笋(‘)为

T 在牙中的映象
,

H

: 〔护
,

一

厅;〔护
0,
且 (P N 一2)成立

:
H

,
( 0) 二H 笋(0) 二 0

.

( 1 ) (P N 一 l) 充分性显然
.
即

7
1
一 。,

、
。

(
, ) 一、 (才) 一

{

’

,
O

( P N 一3)
: 丫实数b铸 。,
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,

(
亡> O )

(才( 0 )

H
。:

( 才) 一
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二
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)
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。

卿
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。
)

f
二‘

·
, 一H

·

(偷
一

)

(
P N 一4)

丫几〔(。
,

1 一 几
.
由

}b!

丫T !
,

T
Z
〔B (E

l,

E
:

)

,

V 实数t
l,

t
Z

>
O

,

当H ?
,

(
古,

) = l
,

H
犷2

(
t
:
) =

1 时
,

1〕
,
〕: ,

< t , , 5 2

<
t

Z ,
a
。
〔(O

,
1 〕

,
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、〔N (z
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。

)

,

f
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(
5 1
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买
2
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,
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有
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2
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)
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.
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设T 关 。,
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。
铸 。,

故 3 t0 > 。,

使

f犷
二。

(
t
。
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l

(
4

.

1
)
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。

知
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>
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,

f
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。
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,
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)
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l一几,

由几的任意性知H 冬
,

+ 了
,

2

(tl

十几) = 1
,

其余同 (1)
.

引理 5 设P N 空间 (刀
, ,

了
1、

一

与 (E
Z,

了
2
)均 具有 (P N 一5)

,

则 (B (E
‘,

E
Z

)

,

男)也具

有(P N 一5)
.

证明 设H ,
1
仕,

) >
1 一 几

,

H
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2
) >
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了
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,

f
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Z
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:

盟万
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f
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·

引理6 设P N 空间 (刃
,

f

二

(
才。
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