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摘 要

根据一般形状的三维弹性板不用 K ir o hh of f一L o ve 假设的近似理论t1]
,

t2]
,

作者导出了三维

弹性圆板的广义变分泛函
,

从而得到了圆板四周固定和一侧受均布载荷下的一级近似理论的 微分

方程和有关边界条件
,

其解析解答留待另文处理
.

关健饲 弹性圆板 K ir ch h of 卜L o ve 假设 广义变分原理

一
、

引 论

三维圆板的轴对称弹性问题可以作为三维轴对称弹性力学问题处理
.

板厚 h 为一常数
,

我们将用中面上的极坐标 (
r ,

0) 和垂直于中面的横坐标
:
来研究这一问题 (图 l) ,

我们将用
口 , ,

ae
, a 二 , a , 。= a o r , a : ,

”a r z , 。。: = a : 。
表示应力张 量 的 分 量

, 用 e r , 。。, e , 。~ e o r , 。: ,

= e , : , 内 :

= ‘。
表示应变张量的分量

.

对于轴对称问题而言
,

我们有

a 一。~ a e,

= 0 , a 。:

~ a : 。~ 0

(1
.

1)
e r。= e e ,

= 0 一 ‘。z

” e ; 。~ O
}

我们在轴对称问题中
,

只有两个位移分量
:

即轴向位移W (
r ,

z) 夕 和径向位移 U (
r ,

2)
.

上

述应力分量
、

应变分量
、

和位移分量满足下列关系
.

(i) 应变位移关系
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口
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,
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(il ) 应变应力关系
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其中 E
,

i 分别为材料的杨氏模量和泊松比
,

而E , , , ,
分别为平面应变 问题的折合杨氏模

盆和折合泊松忱
.

它们满足下列关系

E 1
E

万二7
’

V

r二不
,

E

1 十v

E 1

l 十 v l

(11 1) 应力平衡方程

l d
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r 口 Z

蚁
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) 一。
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其中体力业已略去
.

(iv ) 作用上表面 (z 二 一 h/ 2 )和底表面 (2 = h/ 2 )的外力

a 。

, 一 q 一 a , 一

, 0

口.

这里必须指出
,

同. 但在不用K

= 0, a” ~ O

(在上表面z 二一 h/2 上
, q > 。为压力 )

(在底表面二= h /2 上
,

未受力 )

( 1
.

5 )

( 1
.

6 a )

( 1
.

6 b )

( 2
.

7 a )

( 1
.

7b )

经典薄板理论中
,

上述受力状态和底面受拉载 q 上 表 面朱 受力的结果相在ir.
。hh o ff 一L o v e 假定的理论中

; 其结果是不同的
,



惫性圆板在一侧受均载而园周固定的条件下不用 K ‘r
r
五h ““一L 。“ 假设的一级近似理迫(里王」

(v) 四周边界表面条件 (完全固定)

U (。
, z )二 o ,

牙 (a
, z )= o (1

.

8 )

其中 。是圆板的半径
.

本文的目的是在 (一
,

7 )
,

(一 8 )的条件下
,

从(1
.

2 )
,

(1
.

4 )
, (1

.

6 )等 14 个偏微分方程中

求解应力分 量 a , ,

a.
, a : , a 一 : , a r e一a : .

, o ,

应 变分 量
e , , 灼 , e , , ‘一 , , e一。~ e : 一

, o 以及

U (
r , z )

,

平(
r , z

)等 14个待定量
.

由于 a , , , “. , , e , 。, e , 。
恒等于零

·

其实只有 10 个不恒等

千零的待定量和不恒等于零的 10 个偏微分方程
.

二
、

弹性圆板在均布载荷 (在z = 一 h / 2) 和四周固

定的边界条件下平衡的广义变分原理

弹性板在已给表面载荷和四周支撑条件下平衡时的广义变分原理业巳在前文〔l] 研究过
.

本文将研究弹性圆板在均布表面载荷和四周固定的边界条件下轴对称平衡时的广 义 变 分 原

理
.

三维弹性体在轴对称应变下 的应变能密度
￡
为
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离
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只要仰
,
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,

几
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‘
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和e’
, e. ,

‘
,
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:

之间满足应力应变关系 (l
.

4 ) 式
,

我们很易证明

下列变分关系
:
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我们在这里将证明
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,
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, 匀 ,
‘

,

‘
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,

附 为变量的本问题的广

义变分原理可以写成
占H 二 o (驻值) (2

.

3 )

其中 H为下列广义变分原理泛函
:
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其中牙
一

为上表面的垂直位移
,

气 (⋯ ⋯) d : 一

l
(‘、(

+ 五I 皿

(
~ 几1 2

⋯ )d
:
为跨板厚的简写积分号

”
‘

⋯ ) d 二 (2
.
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现在让我们证明
,
在a 一 ,

内
, a : , a : , ; e , , 匀 , e : , e : , ; U

,

不都是独立变量的条件下
,

(2
.

3 )式的变分驻值条件给出
:

(l )应变位移关系 (l
.

2 )式
,

(2 )应力应变关系(1[. 4 )式
,

(3 )应

力平衡方程 (l
.

6 )式
,

(4 )上下表面受力条件 (l
.

7 )式
,

(5 )周环边界固定条件 (l
.

句式等本题

应满足的一切条件
.

’

;
一 ’

H 变分后
,

得
。
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弹性圆板在一侧受均载而四周固定的条件下不用 K ir 。五h 。ff一L o v 。 假设的一级近似理论( I ) 弓

极内各点上
,

和占U
,
占平在板的上下表面各点上和板内各点上都是独立变分

,

变分 d刀 ~ 0的

驻值条件给出(1
.

2 )
,

(1
.

4 )
,

(1
.

6 )
,

(1
.

7 )
,

(1
.

5) 式
.

这就证明了乙刀一。的驻值条件是代

表本题的广义变分原理
,

或即是说
:

这一变分原理
,

业巳解除了所有变分约束条件
,

是最广

义的变分原理
.

H 这一泛函虽巳消除了一切约束条件
,

但其计算相当繁重
,

并不实用
.

如果我们保留一

部分约束条件
,

必能进一步简化计算
.

现设在a r ,

ae
, a 二 , a : r , e , , e。, e z , e z 一 ,

U
,

不中保留 (1
.

2 )
,

(2
.

4 ) 式作为变分约束

条件
,

则这些变量所应满足的变分泛函可以写成

H一l:l
‘。, ·2 二·d ·“一l:

。才
一 2 汀·d一 l

(、, ‘U a · + W a 二 ,一 2 二 ·d ·
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.

9 )

而且占
。
满足 (2

.

2 )式
.

如果二 , , a 。, a : , 口 : , , e , , e。, e : , e 一 : ,

U
,

研在约束条件 (1
.

2 )
,

(1
.

4 )

式下变分
,
则泛函H 朴

的变分驻值条件必须满足 (1
.

7 )
,

(1
.

5)
,

(1
.

的 式 , 也必为本题的解
.

其证明和H 在没有任何约束条件的变分驻值问题相同
,

不再重复
.

三
、

最一般的不用克希霍夫
一

拉夫假设的弹性圆板

理论 (e z ,

er
z

笋0) 和一级近似理论

我们在前文〔1〕
, [幻中业已指出

,

在不用 K ir e h h o ff一L o v e假设的条件下
, e : , e , :

既

然不等于零
,

则可以用
:
的幂级数来表示

,

一般可以设

e :

= 乞A 杯介
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.
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)(含

、
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介 . 0

(3 一b)

其中卫
。 ,

S : , ,
S : 。十 :

都是待定的
:
的场函数

.

这里必须指出
, ‘, :

的表达式业已满足上下表面

上剪应力为零的条件 (1
.

7 )式
.

用 (1
.

2 c) 式对
二积分

,

得附 的
2 幂级数表达式

.

把它代入 (1
.

2 d)

式
,

再对
之积分

,

得U 的
: 幂级数表达式

,

结果为

二 ‘, ‘ 2 、= 切 。
r 、+
子华

一

,
。
‘r 、z , · ;

。: : a )

d 切 井 1 d A ,
_ 。 、 。

.
_

异 f l 「一
。 2

U 《r
。 之 )= U 《r )一 、

一一之 一 》 一于
一

于
一

厂汽
, -

一丈 ; 一 ~

了一 之 “ ’ 一

十 艺 夕
.

呢
一二; 一二二

~

l 一万 n -

一 “

”
一 了 一 、 ’ 2

d r 一 ‘ . 曰 (左
一

卜1 )〔匀十 2 ) J r 一 少州 L Z左+ I L 4

一毙汁
一
〕一

5
2· + 厄
箭百t音

“
‘

一
赘誉

一
」
·“。· “S : 。一

}
(3

.

2 b )

其中 u( r)
, 。 (r) 实际上是中面各点 的位移分量

,

它们和A , ,

S : 。 ,

S : 。十 ,
都是

:
的待定场 函数

.

把 (3
.

2 )式代入 (1
.

2 )式就可以计算
e , , 心分量的表达式

,

它们所满足的微分方程和边界条件
,

都可以通过泛函 刀
铃
的变分驻值条件求得

.

我们必须指出
,

用上述方法决定的 U
,

牙
,

e.
,

e. , e : , e : , , a r ,

ae
, a : , a z ,

等表达式都可满足了 (1
.

2 )
,

(1
.

4 ) 式
.

所以我们可以 用 占万关

二。的广义变分原理 (驻值条件) 来求得
“ , 。 ,

A 。 ,

又
* ,

又
。十 1

(k ~ 0, 1 , 2 ,

⋯ ) 的常微分
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方程和相关的边界条件
.

为了求得合理的近似理论
,

我们可以近似地取幂级数的少数项来遥断于近似运算
.

给出
e。
中的两项和介

,

中的三项的近似理论
,

称之为一级近似理论
.

取近似表达式
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.
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2
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}
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.

4 4 )
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:
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(
·‘“

2 ,

卜告
, 护
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}
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·

一

合
2二 {l决黔

+ 一

华]、
.

(、)U
(专

。
2
一

普
一
片
一、·

+ “S ,
“一 , l

、、)牙G
“

2

一
“

)
一d ·

}
, . 口

(3
.

4 5 )

其中万孚
垂),

(刃二
. )

刃护),

X(
含)分别为高阶内力素

.

, 舒
)

卜l
(。) (。一 a. )

击转
“

2 一

粼
·‘

)⋯
‘“·

} (吞= 0 , 1 , 2 )
X ‘” 一

l
(。)a 二 2

转
“

2

一
“

)
一d 之

(3
.

4 6)

(3
.

4 3 )
,

(3
.

4 4 )
,

(3
.

4 5 )的驻值条件给出

告纂
(
·

, “
。, )一

于
刃“

。, 一“
。, 一。 (”《

·
《

“
,

(3
.

4 7 )
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l
《。, U
什

“
2 一

合
· 2

)
·d一

”,

l
、。)附什

““

一 )
“一

。

告杀
(
·“ :

1)

卜告
二:

1) 一 、(! )一。

l
、、, “

(专
‘

2 一

合
·“

)
· Z

d一
“,

l
(。)附

(专
‘
艺

一
2

)
·““一

0

告纂
(
·‘ :幻卜告

二;
2 )一、(2 , 一。

l
‘。, U

(专
“
“一

普
· 2

)
· 3

d一
。,

l
、。)研(含

“
2

一 )
· 2
“一

”

(
r 二 a ) (3

.

4 sa ,

b )

(3
.

4 9)

(
r ~ a

)

(3
.

so a ,

b )

(3
.

5 1)

(
r = a

) (3
.

5 2 a ,

b )

上面共计有7个平衡方程
:

(3
.

1 5 )
,

(3
.

2 1)
,

(3
.

2 9 )
,

(3
.

36 )
,

(3
.

4 7 )
,

(3
.

4 9 )
,

(3
.

5 1)
.

还有 (3
.

16 )
,

(3
.

2 2 )
,

(3
.

2 4 )
,

(3
.

3 0 )
,

(3
.

3 2 a ,

b )
,

(3
.

3 7 )
,

(3
.

3 9 a ,

b ) (3
.

4 8 a ,

b )
,

(3
.

5 0 a ,

b )
,

(3
.

5 2 a ,

b )等在边界
r = 。上满足的边界条件

,

以及 (3
.

2 3 ) (3
.

3 1 )
,

(3
.

3 5 )等在

中心处满足的中心条件
.

这里必须指出
:

(3
.

16 )和 (3
.

32 a)
,

(3
.

2 4 ) 和 (3
.

39 a) 是相同的
.

(3
.

4 sa )可由(3
.

3 9 )导出
.

还有
,

在利用了 (3
.

3 2 b ) (3
.

3 g b ) 以后
,

(3
.

so a )
,

(3
.

5 2 a ) 还可

以简化
.

四
、

边界条件的简化

可以证明
,

在 (3
.

1 6 )
,

(3
.

2 4 )
,

(3
.

3 2 a ,

b )
,

等 9个边界条件中
,

只有下列6个条件是独立的

1 u z “J z = 0 (*二 o , l, 2 , 3 ,

(3
.

3 9 a ,

b)
,

(3
.

4 sa )
,

(s
.

so a )
,

(3
.

5 2 a )

4 一 5 ; r =
J (而)

由此可以导出U (
a ,

劝~ 听 于是
,

我们得下列 6式
。
(
a
)一 o ,

A ‘(
a
)~ o ,

5 1
(
a
)= o ,

S :
(
a
)= o

(4
.

1 )

一 二 ,
(
a
) +

音
h

Z

s
。

(
a
)一。

A 姿(
a
) + 连S

。

(
a
) ~ 0

将 (3
.

2 1) 式积分一次
,

得

(4
.

Z a ,

b
, e ,

d )

(4
.

3 a )

(4
.

3b )

d
, , ,

、

~ 二一 (烈 Vj
一
) 一 止性 .

口 r
’

其中 C l
为待定积分常数

.

上式可以写成

一合
。: “ + C l

‘。《
r
《

a
,

上式适用于。< r < a 中
,

也必适用于中心 (
: 一 0)

.

(4
.

4 )

在
r二 0中心处

,

「d
, , , 、 二 ,

1 。

L而又
r邢

,
) 一 ‘姓 ’

J
, . 。

” 七 ’ (4
.

5 )

但当
r

于是
,

~ 0时
,

Q (0) 应该上有限的
,

(3
.

23 )式给出

l录
(*

·

卜M
,

〕
, 一 。

一O

(4
.

6 )

(4
.

5 )
,

(4
.

6 )两式相比
,

我们求得

C J= Q (4
.

7 )
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(4
.

4 )式于是可以写成
d

, , ,
、 , , 1

, , _ _ 一 、

弄 又烈性
f
) 一 ‘Vj ‘= 一了q r 一

LV气
r
气

a ) (4
.

8 )

但 (3
.

22 )可以写成
「d

, , , 、 , , 1 ~
, 、

L添又到
姓 ,

)一皿’

j
, . 。

== “Q (a ) (4
.

9 )

(4
.

5) 式也适用于
: = a

处
,

它是

〔暴
(*

·

卜Me〕
, . 。

一告
。·

(4 一。)

(4
.

9 )
,

和 (4
,

10 )相比
,

得

Q (
a
)=

或根据O (o) 的定义
,

1
一万qa

(4
.

1 1) 可以写成

(4
.

1 1)

Q (
·

, 一l
、。)a 二 (一 ,“

一省
。·

(4
.

12 )

把 (3
.

6 d) 代入
,

积分得

S
。

(
a
)= 一

将上式代入 (4
.

3 )
,

求得

q C

4 (1一
尹1
)D

! (连
.

1 3 )

“ ,

(
a
) =

q a h
Z

s (l一
, ,
)D I

A 丈(
a
)

(4
.

2 a ,

b
, e ,

d )
,

(4
.

1 3 )
,

(4
.

1吐a ,

b )给出了
。
(
r
)

,

S :
(r) 的边界值

.

一 (l一
v ,
)D

l

刀‘(
r
)

,
A {(

r
)

,

(4

切 ,
(
r
)

,

S
。

(
r
)

,

.

1 4 a ,

b )

S ;
(
r
)

,

同样
,

通过积分
,

从 (3
.

4 8 b )
,

(3
.

sob )
,

(3
.

5 2 b )
,

我们可以证明
二 (

a
)一 。,

A
。

(
a
)~ o ,

月 1
(
a
)= o

‘

(4
.

1 sa ,

b
, e )

五
、

用u ,

w
,

A 。,

A l ,

s 。
,

5 1 ,

5 2
表示的一级近似微分方程和边界条件

把 (3
.

6 a ,
b

, e ,

d )代入内力素的定义 (3
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1 9 )
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.
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犁
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+

缨
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蜂、
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.
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毙
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.
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(令
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告
一

半一lA
!

)
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伴算
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生
单、
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(1口(l(2护刃X刃

+

净‘
。,

漂
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今)
、

蒜
。;川

除
十 V l

今) (5
.

7 a )

一韧叹告会
、 , 1 d

“阴

d r Z

,

、 8 。 一。) 1 1

一 V I J , 1 , 一 一甲钾了丁 上 Jt 一
‘

,
—一

/ IU 匕
一

、 r

+ 一

争
~

)
+

净
。,

停
+ · 1

鲁)+黑
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1 1 ,

(

一
指

D {
?

“,

一 )S
。 +

毙
D ‘

。, (1一
1
)s

:

d A I

d r

S :

r

d s
,

\

+ 公 z

,
~
二 j

a r /
(5

.

7 b )

(5
.

7e )

(s)e(z)刃X

其中 B , ,

D l ,

D ;
3 ),

D 盖
“),

D l(
7 ),

D 矛
。),

D 盖
’‘)为各级刚度系数

:

、...、r.夕D I
‘)一B ; ~

E lh

1一 v
全

~ D l二一
E xh

3

1 2 (1 一 v {)
D {封

E rh
6

8 0 (l一 v犷)

E lh7

4 4 8 (l一
v爹)

E lh
。

= 丽丽百石万

(5
.

8 )

D l D {川 ~
E lh l ‘

1 12 6 4 (1 一v f)

刀
沙

冲D1

或

E lh
Z 白+ ’

,

‘

、,/

、
了

D I
! 扮+ ’) =

(Zk + z )4
云
(l一

v委
(k 二o , 1 , 2 ,

⋯

把 (4
.

1 )“ (4
.

7 ) 各式代入 (3
.

2 1 )
,

(3
.

4 7

S :
(r) 表示的4个联立微分方程组

:

(又
.

sx )
,

(3
.

3 6 )
,

得用 叨 (
r
)

,
A ,

(
r
)

,

(5
.

9 )

S
。

(
r
)

,

r�r

d一d ld d 1 d d 叨 1 d d A
、

_

1
. 。

粼砚 下 砚
r石下 一 , ‘

下 弄
r
万于十丽扩

d 1 d d卫 l

砚 下 弄
r花下

1一r

2
. 。

一 二
向

打
“

O

d d

下 扩弄 下 砚
‘
·S 。

, 一壳
“
·

告
d d d

犷砚 下 弄
‘
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, 一
会 ( 5

.

10 )

d 1 d d 田

弄 下 弄
r 一了刃一

, ,

d A I
.

1
,

d 1 d d A I 1 7
, 。

d l d
,

。
、

.

万石十丽几添 下 粼
一

刁于
~

一丽“
一

砚 了 弄 L肋
。
少

1
. 月

d l d ~
、

‘

_ 1
_ 。 _

一而 h ’

诉 下 而 ( r。 , ) + “( ‘一 ”‘) 。
。+ 夜h

‘

( ‘一 v , )百: ~ ( 5
.

1 1 )

d 1

d r r

d d 切 d A I
.

1
, ,

d 1 d d A
,
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r
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不
一 十丽

八 一

而 下 弄
r ~

刁F 一
7

. 。

d l d
,

。
、

而丫而 下 石Lr。
。)
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61
, ,

d l d 。
. _ 1

一厄
,
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’

而 了 砚 t犷合 , ) + “(‘一 ”‘
)‘

。
+言h

‘

(‘一
v ,
)占

:

= O (5
.

12 )

叶篡
·
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1一

护【节吴么省d 宜功
_

一

l d
二了一 r ~ 与 了we

一 艺, 1

—
3 一 r

U r U r r U r
;

的J
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d r J

一
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一
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一
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三 d d 月
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n

)
a r

、

十

赢畔 分篡告知sz)
十

蛋
一 “

把 (4
.

1)、 (4
.

7 )式代入 (3
.

15 )
,

(3
.

2 9 )
,

(3
.

4 9 )
,

得用。(
r
)

,
A

。

(
r
)

,

5 1
(
r
)表示的 3

微分方程相
:

(5
。

13 )

个联立

知
‘
, 十 一

赞一护暴
一

弃二
:
d月

色 十
d r

7

4 8 0

, J

d
九

, -
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a r

d
,

~
.
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L咨 r
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l
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一
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一

勃
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卜司
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圣
一
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、

一
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上面 3式也适用于
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显然这“个条件是自然满足的
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