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用独立变量表示的约束澎
���� ��

系统的运动稳定性
’

梅凤翔
‘

�樊大钧推荐
,

� ��  年�� 月�� 日收到 �

摘 要

首先提出� �� ��一� �� ��。 ��一 �
’� �� � �� � �原理

,

并由此原理导出约束� �� � � � ��系统用独立变

量表示的运动方程
�

其次建立系统的受扰运动微分方程
�

最后利用
、

汀二� � 。。� 直接法和一次近似

理论得到系统运动稳定性的一些判据
�

关键词 动力学 � � !∀ �� �系统 运动稳定性

一
、

�� 舀

��� �年美国数学家� �� � � �� � �
�

� 在其名著
《

动力系统
》

中给出比 � � � ��七。� 方程更为

普遍的一类动力学方程
〔”

�

����年美国物理学家 � � � 七� � �
�

� 建议将方程命名为�� � � � �� �

方程
〔� “� ����年苏联学者 � � 西吐

二 �� 二 。 �
�

� 认为对� �� � �可 �方程的研究是近代分析力学

的一个重要发展方向
〔� ’�

在文献碑、�叼中
,

研究了非完整力学系统的 � �� � ��� � 表示
,

系

统动力学逆问题
,

�� � � � �� �系统的� �� 七� � � 理论
,

�� � � � �� � 系统的平衡稳定性和运动稳

定性等
�

这些研究的对象属于所谓自由� ��  ! �� �系统
�

本文研究非自由 � �� � � � �� 系统
,

或称约束 � �� � � � ��系统的运动稳定性问题
�

首先
,

提出 � � � ��一� �� � � � ��一� ‘� ��� � � � �

原理
,

由此导出约束 � �� � � �� �系统的运动方程 , 其次
,

由得到的运动方程和所要研究的无

扰运动出发
,

建立受扰运动方程 , 最后
,

利用 汀二 �� � � �� 直接法和一次近似稳定性理论
,

得

到判断系统稳定性的一些判据
,

并举例说明其应用
。

二
、

用独立变量表示的约束�� �
��
��� 系统的运动方程

� �� ��一� �� � � � ��原理为
〔� , 魂〕

�� � � �卖
� ·“一”

�
“‘一 “

��
�

��

苍 国家自然科学基金和高校博士点专项基金资助课题
�

� 北京理工大学应用力学系
,

北京 �� ��  �
�
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� ��
�

� �� � 产

�� 产 ��

由原理 ��
�

�� 出发
,

� , ,

� � �
�

】�� , � � � �拼二 �, …
,

〔�
�

��

��
�

��

利用交换关系 ��
�

��及端点条件��

� � �
�

��
,

可得到

��

�� 嚼
一

豁卜器
�

擎飞。
� , � , 一。

� 不 �
��

�

� �

由原理 ��
�

的中积分区间「公
, , ��」的任意性

,

得到

耸�粼
� 一 占 , � 占

口�
。

口� 八
� � ,

口� 口�
。

、
。

万歹 一万矛尸
’

�
、

万石万一� 万
�

严一
。 ��

�

� �

称原理 ��
�

� �为 � �� ��
一� �� � � � ��一�

‘

� �� � � � � �原理
�

如果系统是自由� �� � � � �� 系统
,

则原理 ��
�

� �中的 乙酬是彼此独立的
,

任意的
,

故可由

原理 ��
�

��导出� �� � � � ��方程

餐了粤垦
一

翼、。一翼
粼

� � “ ” � “ , � � ”

口�
,

口才 一
� �拼�� �, , 二 , �”� ��

�

� �

现假设变量侧不全是独立的
,

而受到约束
,

表为
� ‘� 甲 , �� 抢

, ��

对式
、

��
�

� �取等时变分
,

得

�公” �, �切, �� �阴� �
,

… , � � � ��
�

��

�� ‘� 乙
舌二 � 协 � �

口少‘
。 � ,

万砰
� “� ��

�

� �

将式 ��
�

�� 代入原理 ��
�

� �
,

并注意到乙砂 �� 一 �� 十 �
,
…

, �。�是彼此独立的
,

得到

八�
‘、碑�

一一加子‘,口二

�

黑 了黑
, ,

“� 。刀, 、。切‘

六灭台
田‘

·“ 一硒矛 一二升
,

�万砂
十刀 。舌

,

吞
,

�
口�

舀� 舌

� � ,

�� � � 侧 曰� �, �州� , , � �

, 曰

�存� �卿 � � ,

��
�

� �
将式 ��

�

� �对时间�求导数
,

得到

黑 �中‘
�

, 口价
�’� 乙 万云万

。 一 卞飞万
�

��
�

� � �
告� �机 � �

将式 ��
�

�  

! 代入方程 (2
.9)

,

得到

2饥
口甲,

r
, 二全丝l

‘
. 日 日口今

幼乙
正一 Z

m
+ ! 夕. 1

a 切‘
.

黑
口 ‘,
万丁

~
十
台(

。‘!

器
+。一
器

一

)

+ 。。!

}

“‘

2饥

一 名
‘. 1

d B d 甲‘ 口B
2饥

口a ‘ 去长
.
+ 犷

口U ~ ‘. . . . .

‘一 l

了黑 。切 , 。尺八 。切‘

气‘ 田“二死 一花币 )万砂
了. 1

盆, 几

+ 名 。 , ‘

d a 殆

口切
‘

‘. 1
a 矛

口R
。

一下几一
=

U
口 T

(
2
.
1 一
)

令

田k 孟=
攀 攀旦塑
岔 台

口a “
如

,
.

黑 了 柳
‘ .

如
‘、

,

田‘’飞而1 十念灭
。“毛币万 十 田“‘万不 ) 十 口

“‘

石(
a 七, 才)二B (切

‘
(
a 无 , 才)

, a 介 , 才) ( 2
.
1 2 )
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则 方程(2
.11) 可写成形式

乙 苗。“ ‘一

王一 2价 + 1
翼

一

笋华粤
一

擎
+
笋(0“ ~ 乞了

。 ‘ o “ ” 口不 仁丫、

黑 “华 ,
.

、。叭

台
田“而矿 十 口k‘厂百了=

”

( k ”Zm + 1

其中的川用切
‘
替代

.
方程(2

.
13)称为用独立变量表示的运动方程

.

特别地
,

对于定常约束B ir k h off 自治系统
,

有

如
‘
_ 丛竺 = 0~

丽厂一 脚

方程(2
.
13)有简单形式

2”
) (

2
.
1 3

)

艺
:。:。!一票

一。 (、一2。 十 ,
,

一
,

2
·
)

(
2
.
1 4

)

忍二 2协 + 1

且苗。
,

石不显含时间t
.
将方程(2

.
14)反转

,

得

。, 一 ‘

剪
+工荀。!

器一
‘“

一
+1,
一

,
( 2 . 15 )

其中矩阵6
“‘
为矩阵苗。的逆

.

三
、

约束Bi rkh of f系统的受扰运动方程

设方程(2
.
14)或 (2

.
15)有解

a.= a合(t) (k = Zm + 1

即满足

Zn ) (3
.1)

乙
(苗 , !

,
。“‘一

(器)
。
一 。

( 3
.
2 )

乙‘ 2 仍 + 1

忍. 2价+ 1

“
“‘

,
。

(器)
。

(
3
.
3
)

这里下标。表示其中的砂用时 (t) 替代的结果
.
取式 (3

.
1) 无扰运动

,

并令
a , 二a 合(t)+ 雪

“

(
3
.
4
)

其中

这里

护为扰动
.
将式 (3

.
封代入方程(2

.
14)并注意到式(3

.2)
,

得到受扰运动方程

乙二么价+ l

( :
一 )

。

‘
Z一 :二

氦
,

(

。

且氛
‘

一

)

。

、王一 F ·
“
!,
云
‘, ‘,

( k二Zm + l
,
…

F k为咨
‘,

言‘
,

的二阶项和更高阶项
.
将式 (3

.4 )代入方程 (2
.
15),

( 3
.
5 )

Zn )

得到受扰运动方程

加乙

右
“
- 一时 十 乙

(: 一。1
(器)
1 (“一Z m + ‘,

一 2· ,
( 3 . 6 )

Z二 么仍+ 1

这里下标 1表示其中的砂用毗 (t) + 护替代的结果
.

四
、

约束B ir比of f系统运动稳定性的直接方法

假设受扰运动方程 (3
.
6) 不显含时间t

,

研究函数刀沿方程 (3
,

6

) 求对时间 t 的 全导数
,

考
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虑到苗
“‘的反对称性

,

有

d刀

dt 川
十
如二 E E

今. 2 价 + 1

口石

日G 今

”艺
k一 2 仍 十 1 乙一 2 价+ 1

(器
:, :

器)
1

一
‘

·

‘’

根据几
a ny H o B直接法得到

」

命题1 如果嵌入约束后的 B ir k h of f 函数刀在解 (3
.
1) 附近相对雪

七
是定号的

,

正定的或

负定的
,

那么系统的无扰运动(3
.
1) 是稳定的

.

五
、

约束Bi rkh of f系统运动稳定性的一次近似方法

假设方程(3
.5)中不显含时间t

,

即

。一 )
。
一。。n 。‘一

(器豁)
。一 。。n 。、

.
,

F
, 一: 。

( :
: ,

看
:)

(5
.1)

则方程(3
.
5)的一次近似方程为

2介 1 璐

乙 (苗 , ‘
)

。

看
‘一 乙 (葫, ‘

)
。雪‘= o

( k =
Z m + 1

,
…

,
Z

n

)
(

5

.

2
)

盆。 2价 + 1 不一 2 仍+ 工

其中

磨
, : 0

2
B

口a 殆口a 簇
(
5
.
3
)

一次近似方程(5
.
2)的特征方程为

一 (品
:。 + 1 : 。 十 l

)

。

(
苗
:。* : : 二 十 1

)

。
久一 (甜

:。+ : 2 。 、 ,

( 苗
:。 + , : 。 卜 2

)

。
几一 (盯

:二 十 , 2 。 + 2

)

。

一 (订
:。* : 2。 、 :

)

。

△(几)~

苗:
。 : 。 十 ;

)

。
几一 (点

:。 : 。 、 ,
)

。

(
苗2

, 2 。 + :
)
。
元一 (葫

:, : 。+ 2、
。

… (

脚 (
(5

。

4
)

. . .

卜

…

苗:。
十 : : ,

)

。
凡一 (品

:。 十 , : ,

)

。

苗:。
十 : : ,

)

。几一 (盘
:。 十: : ”

)

。

一 (豆
:。 : ,

)

。

由苗
, :的反对称性和订

, :的对称性
,

得知

△(几)= 么(一 几) (5
.
5 )

于是有
命题2 对于满足条件(5

.1)的定常约束 Bi rk h of f自治系统
,

其一次近似方程的特征方

程的根总是成对互为反号出现的
,

若有根兄
,

必有根(一 幻
.

利用几
: n y H oB 一次近似理论及命题2

,
得到

命题3 对于满足件条(5
.
1)的定常约束 Bi

rk h of f 自治系统
,

如果特征方程 (5
.
4 )有实

部不为零的根
,

则无扰运动(3
.
1) 是不稳定的

.
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六
、

算 例

4阶B irk h off系统的 B irk h off函数为

。一冬{(
。‘

)

“
+

(

a “

)

“
+

(

a 3

)

2
+

(

a ‘

)

2

} +
a 3 a ‘

‘
(
6

.

1
)

B i
r
k h

o
f f 张量为

0 0

(6
.
2)

、、,......,声
了

nU
.‘人八曰
n
�

n曰
n
�

一一
一
.I

n
�

一

所受约束为

切1二a l= 一 a 3 , 切:= a Z= 一 a 4

试研究系统的运动稳定性
.

按公式(2
.
12)计算得

(6
.
3)

兜 _
_、

a 切
: ___

山3‘一山
“2
.

瓦下 ~ (6
.4 )

刀二 (
a3
)
“
+

(

a 书
)

2
+ a s a 4

方程 (2
.
14)给出为

台4一 2 a 3 一 a 4 ~ 0

一 吞3一 2a 4一 a 3二0

方程 (6
.
5)有加
a
言=
a
名~ o

取其为无扰运动
,

并令
a3= a言+ 占

s, a 4
=

a 忿+ 占
4

将其代入方程(6
.
5)

,

得到受扰运动方程

老
4一 2扩一扩~ o

,

一考
3一 2扩一护~ o

其特征方程为
.
一 2 几一 1

.

( 6
.
5 )

( 6
.
6 )

( 6
.
7 )

( 6
.
8 )

八(幻= ~ 矛+ 3一 O

一几一 1 一 2 .

它有一对纯虚根
.
因方程(6

.
8)是线性的

,

若取V 函数为

犷一石一 (雪
“
)

“
+

(扩)
2+ 扩扩

(6
.
9 )

知其奇点(0, 0) 是中心
,

平衡位置 (6
.
6) 是稳定的

.

( 6一。)

它 对扩
,

扩是正定的
.
由命题 1 知

,

平衡位置 (6
.
6) 是稳定的

.

方程(6
.
5)有解

。孟一 。, n 斌万
一

,
, 。言
一冬(斌了

e。s “了 , + 。i n 斌万 , )

乙
(
6 一 )

令

护一心 + 扩
, “‘”时 十扩 (6

.12)
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将其代入方程(6
.
5)

,

仍得受扰运动方程(6
.
8 )
.
类似于前面讨论知

,

无扰运动(6
.11) 也是稳
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