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摘 要

本文运用最优控制变分理论
,

对P e r z y n a 型粘塑性体
,

提出了粘塑性动力问题的参数变分原

理
,

并给出了相应的动力有限元方程和参数二次解法
.

关键询 粘塑性动力学 最优控制 变分原理 有限元

一
、

粘塑性动态本构关系

结构材料在动态高应变率条件下
,

往往会同时出现弹性
、

粘性和塑性性质
.

目前在实验

基础上 巳建立了过应力模型
、

粘塑性模型
、

拟线性本构关系理论以及基于位错动力学或非平

衡过程热力学的内变量理论等来描述材料的动态弹塑本构关系
.

其中 P er z y n a 型粘塑性模

型是常用的主要形式之一
t ”

.

P e r z y n a 粘塑性动态模型为

d a ‘, 二 D ‘j , ‘
(d

。, :一 d 。纂理) (1
.

1 )

d 心; = ,
日g

<叫了)> 袱丁 (1
.

2 )

其中

。 0

<甲 (f))= 谧
、

切 (f)

(当f《 o时 )

(当f> o时)
(1

.

3 )

式中 d 匀 ,
为全应变增量

,
d衅; 为粘塑性应变增量

, , 为粘性系数
,

f 为 材料的屈 服山数
,

若f == 0为静态屈服函数
,

f> 0表明动态屈服函数超过静态屈服函数
.

州口‘, ,

嵘; ) 为 材料 的

动态塑性势函数
.
切 (f) 一般为 f 的 非 负非线性函数

,

其具体形式 由材料的动力实验曲线确

定
.

P e r z y n a 给出下列形式的中 (f) 函数的近似表达式
:

中(f)一兄A
。

(e x p f
a

一 l) (1
.

4 )
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叫j) 一乙 B
。

户 (1
.

5 )

从以上可以看出
,

P er z y n a 方 程具有过应力模型的性质
,

可同时考虑强化效应和应变

率效应
,
还具有塑性位势理论的性质

.

二
、

粘塑性问题的动力学基本方程

在粘塑性动力学问题中
,

外力
、

应力
、

应变和位移均是空间坐标为和时间t的函数
.

同时

在粘塑性域中
,

应变分量不仅取决于应力状态
,

还与加载历史有关
.

应使用增量形式来描述

各类变量之间的关系
.

在这里
,
采用 E ul er 描述法

,

假设在某一瞬时
,

物体保持 动力学平

衡
,

设应力状态和加载历史是 已知的
,

各增量都很小
,

且为小变形问题
.

于是各类变量在域

口 中应满足下列方程
:

l) 动力增量平衡方程
:

d a ‘川一 c d 公‘一 p d 公‘= 0 (2
.

1)

式中 一 ‘d 如为粘性阻尼力增量
, 一 p d 街为惯性力增量

.

2 ) 应变位移关系
:

2。‘j一d 。‘
, , + d o j , ‘

(2
.

2 )

动态本构关系
:

由(1
.

1) 、 (1
.

3 )式表示
.

边界条件
:

、

、
去、,J

004

d 叮‘, n , 一d 万‘

d “‘= d 万‘

这里 总边界面 S = S , U S
。 .

5 ) 初始条件
:

设t一 O时
:

(在S , 上 ) (2
.

3 )

(在S
。

上 ) (2
.

4 )

还应指出
,

现在的d 刀‘和d 几一般都是与时间有关的函数
.

u , 一衅
, 公‘~ 衅 (2

.

5 )

三
、

粘塑性动力学问题的最优控制变分原理

最优控制变分原理是根据最优控制理论发展起来用于处理与时间相关的动态演化力学问

题的数值结构分析方法
’ “’.

下面讨论建立粘塑性动力学问题的最优控制变分原理
.

l) 系统自变量的选取
:

本文讨论基于势能的变分原理
,

选取d 晰
,

d 匀 ,
作为系统的自变

量
.

自变量的约束条件为几何方程 (2
.

2 )和几何边界条件 (2
.

4 )式
.

2 ) 系统的状态控制方程
:

先推导本构关系的统一表达式
,

从而给出系统的状态控制方

程
。

将屈服函数f作一阶泰勒展开
.

并将 (1
.

2 )与 (1
.

3 )式代入f 中
,

有

‘一‘
。十“‘一‘

。十且
, 一

畏
“翻 Z +

〔熟患
一 D ‘, * :

口f 口g
-

口a ‘才 口a * : _

·

护 <切(l) >介 (3
.

1 )

式中 九为增量前状态的屈服函数
,
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设几= <切(j) >
,

并令f
朴一 f一扩

‘
(幻

.

其中扩
’

(幻是叫f) 的反函数
.

则 f
势
(d 匀

, ,

dt
,

幻

的一阶展开式为

‘
’一‘

。

一
““

。

, + 几
。乙

黔
。 ! +

〔喘溉
n 叮 为 、

_ _

J 、

d 切
一 ‘

(幻 〕
,

一 诬J ‘子论 乙 一下丁一一一 气二一 一

二 V
.

以 ‘一 - ~ 一
一

写 不 -
~

一 1 . 几
a 6 ‘了 d a 扮z /

‘

a 几 J
(3

.

2 )

于是 (l
.

2 )
、

(1
.

3 )式可写为
:

山好”脚几

凡一 O

几> 0

口g

日J ‘J (3
.

5 )

(当f
肠< 0 ,

对应于弹性加载或卸载)

(当f
关一o ,

对应于粘塑性动力加载 )
} (3

.

4 )

在f
劳
中引入一补偿因子

, ,

(3
.

4 )式可写为
:

f
’
(J一 d ‘

,
几) + ’一 0

下
, ·

几二 o ,
几> o , , > o ,

(3
.

5 )

(3
.

5 ) 式 就是反映粘塑性动态本构关系的系统状态控制方程
.

3 )

H 。 ,
(d

系统的性能指标与参数变分原理
:

定义 在时 间 〔t
, t 十 △月 内 系 统 的 瞬 时 泛 函

u ‘,

t) 为系统的性能指标
.

d ‘d “一

)
d “丝崛

二‘, 一l(冬D ‘, 。‘J e‘, J 。, : 一 ,
·

“
·

D ‘, , :

J 口 、 ‘

十

[( (
: 、。‘+P 、。‘)、ufd 。 一 l

_

、,内fds 飞
L J ‘ J

S 户 J
(3

.

6 )

由最优控制理论
,

J (
。‘
)”

在整个时间过程 〔t
。, t

。

」中
,

才
n

刀‘ ,
(d

u ‘, 才)d t

to

在粘塑性动力学问题中
,

由于问题的复杂性
,

真实解应使以下性能指标函数取最小值
.

(3
.

7 )

很难求解出表述整个时间区间 叶
。, t

。

〕的

解析解
.

只能就每个小的时间区间段 〔才
, t 刁

一

八月 内求出数值结果
,

然后得到整个时间区间的

数值解
.

将时间过程 〔九
, 公。〕离散化

:
t0 ~ o , 才〕,

九
,
⋯

, t , .

当 离 散 时 间段 △t足够小时
,

由

B el lm a n 动态规划原理
,

可将问题转化为在时间区间 [t
, 公

一

卜At 」内
,

在状态控制方程和初

始条件的控制下
,

求解满足几何 方程和几何边界条件的解 d 。‘
,

使得

。, , = 李m in {万‘ ,

‘、“‘
,

, )
.

△, 卜 (3
_

8 )

2 一
’ 一 “ , “ ’ 了 一 z

一
’ 、 一

’
~ 产

然后再将各时间子区间的解相加
,

最后得到整个时间过程 [l
。, t。〕的数值解

.

对每一时间子区间〔才
‘, t‘十 、」内的求解

,

可由在时间才
‘的瞬时参数变分原理来实现

.

瞬时参数变分原理 对于任一时间九
,

就时间增量心 的范围内
,

在所有满足应变位移关
系 (2

.

2 )式及位移边界条件 (2
.

4 )式的可能增量场中
,

真实解使得瞬时泛函 (3
.

6 )
、

式在状态控

制方程 (3
.

5 )式及初始条件(孰 5 )式的控制下取最小
.

其中d u ‘ (或介
‘, ) 是自变量函数

,
几是

状态控制变量
,

不参加变分
,

其物理意义是粘塑性流动因子
.

证明 现在对瞬时泛函刀匀取变分
.

并注意到
,

由于是瞬时变分
,

在任一时间矛
‘,

有
.

抛
‘

二 o ,
占公‘二 o 〔“’.

故亦有 己(d 。
‘
)~ o ,

占(d 公
‘
)= 0

.

在 〔t
, 才+ d 公J内

,

泛函 (3
,

6 )始终依赖于

d “, (或d 。‘, )
.

有
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.

几 . JJ 公夕机 石二甲 “ ‘ . O L“ 己汾刁 矛“ 舀才
J O 、 口口 f了 J

+
fl (

。。。
, + p 、。‘)。(、

。‘
)、。一 l 、,

‘。(、
。‘
)d s

L 护口 夕S 户
(3

.

9 )

将本构关系代入上式的第一项积分中
,

有

l。
‘, * :、: ‘, 。(。

。* ‘
)、。一l「

、a * : + :
.

、
.

。‘j * :

粤
、,
1
。(、

。。:
)、。 (3

.

, O)
产口 J 口 L L, 。 ‘少 J

再将此式代入 (3
.

的式中可得

“H ‘

一l
。d 任‘, “(d

“‘, )d “ +

l
。
(
‘d “‘+ p d “,

)“(d
“‘
)d“

d 笋, 己(d “
‘
)d s

J S 户

注意到由
‘,
对‘

,

j是对称的
,

利用分部积分和格林公式
,

则 (3
.

1 1) 式的第一项积分可化为

(3
.

1 1)

并考虑到在S
。

上面
, ~ 乙公‘, 。,

(、
二‘, 。(J

: ‘,
)、口= ( 、a , , 。(。

。‘

)
·

。 ,。s 一 (。
a ‘, , , 。(、。‘)、口

创 g “
N 户

护 g

(3
.

x Z)

代入泛函变分 6刀‘ ,
中

,

可得

乃H ‘,

一 l
。「d a ‘, , , 一 ‘d “‘一 p d “, 」d (d

。‘
)d “

+
l [。

〔丁‘,
·

。 , 一、,
.〕。(。

: ‘
)。s

护

娜
由变分极值条件舀H

‘,

。。,

由于乃(d
u ‘
)在口中和在 S

,

上都是任意的独立微量
,

下列方程
:

(3
.

1 3 )

所以可得

d
(几川 一 c d 公‘一 p d 公

,
~

d a ‘,
·

” j 一 d 厂‘~ o

(在口内
「

)

(在S , 上 )

(3
.

14 )

(3
.

15 )

这就是动力增量平衡方程和应力边界条件
,

进一步有子刀‘,

> o ,

所 以由占万
‘, ~ o导出的

系统变量d u ‘ (或九
‘, ) 使刀

‘,
取极小值

.

4 ) 将各时间子区间的增量解相加
,

便得到粘塑性动力问题的数值解
.

上述原理可处理粘塑性动态关联流动问题 (当 f一夕时) 和 粘 塑性动态非关联流动问题

(当f今 g 时)
.

四
、

有限元离散及参数二次规划解法

将连续体口作有限元离散
,

设共分为
。个单元 (粘塑性单元为

。1 ,

力边界单元为、)
.

引入

有限元插值函数

d u = N d
,

d 公= N 占

d 巴 = B 占

d 公= N 占

通过单元的组合装配
,

可将在时间 口
, 才十 八月 内系统的泛函 (3

.

6 )

(3
.

5 )式写为

(4
.

x )

(4
.

2 )

式及状态控 制 方 程

厅‘,

~ 冬夕K 。+ 。少。名十夕M占一夕 (A.
:

·

办八, 十 、)
试

(4
.

3 )
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H 占一 (U
·

,
·

△t十牙)
·

几一 d + v ~ 0

俨
·

久= 。,
久> 0 , v

> o

(4
.

4 )

(4
.

5 )

式中

守弓

K 一买l
。

·

(“
’D , , ““

刀

C

一只l
。

·

‘肥C构““

泥

M一买}
。

·

‘N
,

PN , ““

月二

q 一

到
s : (N 叼P) dS

_

_

(4
.

6 )

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

H ~ 犷 l
_

二T , 名才
‘((器)

牙 D B
)

, d 。
(4

.

1 0 )

。一

卖l
。

·

((器)
全D B

)
? ““

(4
.

1 1)

U 一

到
。

。

!(器)
’D

篇)
一

嵘门器)〕
d“

(4 一 2 )

二一

卖{
二
(
d 切

一 ‘

(幻
d 久 )

““
(4

.

1 3 )

d ~ 一 E
日

。

[l0 一 中一 ‘

(几
。

)〕d 。 (4
.

14 )

由变分原理。刀
d , / 洲~ o ,

注意到 由于 是瞬时变分
,

有。J = o , a占~ o ,

则有

K 舀+ c J + M占一 (办户不 △t+ 的一。 (4
.

15 )

粘塑性动力学问题便化为在状态控制方程 (4
.

4 )
,

(4
.

5 )式的控制下求解动力有限元方程

(4
.

15 )式
.

这可 由逐步积分法和参数二次规 划法联合解之
.

在时间区间叶
, ‘+ 配〕

,

运用 N ew m ar k 法
‘4 ’,

便可将动力方程 (4
.

15 )变为

刃乙一 (少
·

,
·

△t 碗 + 口)二 o (4
.

16 )

其中 了 ~ K 十a0 M + QI C (4
.

17 )

互二。
: 十 △。一 K 占

: + M (
a :
J

: + a :

占
,
)

+ e (
a 、
占

: + a 。

占
‘

) (4
.

2 5 )

式中
a 。~ 1 / (刀At￡)

, a l = , , / (刀
·

A才)
, a : = 1 / (刀

·

A t)
a 3

一 1 / (2刀)一 l , a ‘= 丫1 /刀一 1 , a s

~ (, 1 / (2刀)一 1 )
·

△t (4
.

1 9 )

这里 。簇”簇 1 , 。簇 2刀《 1
.

从 (4
.

1 6 )式解出
d ~ 叉

一 ’
(巾 ?

·

△矛
·

几+ 互) (4
,

2 0)
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代入控制方程
:
有

, 一 (U
·

v
·

么t + 万 一 H
·

叉
一 ’巾下

·

八约
·

几= 一 H 叉
一

冷 + d (4
.

2 1)
v r ·

几= 。 (几) o , , 》 o ) (4
.

2 2 )

这是一个关于久
, , 的非负互补问题

,

非线性计算仅表现在 (4
.

2 2 )式中的互补项上
,

可利

用参数二次规划法求解
〔石〕.

五
、

实 施 过 程

l) 将连续体口 进行有限元离散 ,

2 ) 在得到插值 函数N
,

B 的表达式后
,

分别计算K
,

C
,

M
,
中

,

H
,

U
,

不
,

心

3 ) 将初始条件
u ‘一。= 砂

, 云‘一 。~ 公。代入方程 (4
.

1 5 )中
,

计算出初始加速度“
。,

4 ) 将时间过程 [ t
。, t”〕进行离散

, t。= o , t , , tZ ,

⋯⋯
, t””△矛, ,

A广:
,

⋯⋯
,

A才
二 .

结

构的载荷也相应地离散为 d 尹, ,
d 尹

2 ,
⋯ ⋯

,
d 尹

。 .

对每一△儿分别施力时卜载d 几
,

计算.

5 ) 对每一时间区间 八t ,

可使用参数二次两步计算法计算 (4
.

20 )~ (4
.

22 )式
,

得到几与

j
,

再计算出应力
、

应变增量d 二
,

d 。 ,

d 。,

气

6 ) 累加计算
: 。一。。 + 占

, 。 = a 。+ d a , 。 = 。。 + d 。 , 。U p = (
。。 p

)
。 + d o . , ;

了) 计算下一时间增量步岔
‘、 1一 l, + : 一 才‘

十 ,

和对应的外载增量d 刃‘
、 1 ;

8 ) 重复 5 )
,

最后得到粘塑性动力学问题的数值解
.

六
、

结 语

l) 本文根据最优控制变分理论
,

建立了粘塑性动力学问题全藕合分析的最优控制变分

原理
.

将粘塑性动力学问题化为在每一时间区间上求解带约束条件的参数二次规划 问题
.

2 ) 给出了相应的动力有限元构式
,

运用逐步积分法和参数二次规划法可求解复杂的粘

塑性动力学问题
.
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