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摘 要

本文建立了在地震作用下无锚固储液罐提离的流一固多种非线性辐合的移动边界问 题 的 统 一

格式的三维分析方法
,

其中建立了任意四边形标薄板壳拟协调非线性有限元的列式和分析移 动 边

界问题的线性互补方程
;

提出了在A L E 标架下用带压力项的时间分裂步法求解储液罐内含自由液

面大幅晃动 (移动边界问题) 的非定常的三维粘性流体 (N一S) 问题的方法
;

其中没有利用轴称性

和梁式模态假定等条件及未曾利用势函数理论
;

该方法适用于一般板壳
一流体多种非线 性藕 合 的

多种移动边界问题
.

关锐词 固一液 多种非线性藕合 移动边界 储液罐 提离 时间分裂步 A L E 方法

一
、

引 言

储液罐在商业
,

核电站
,

航天和石化工业中
,

有着广泛的应用
.

世界上90 肠以上的石油

产品由它存储
.

在地震中它不断受到损坏
,

造成了很大的损失
,

其中致命的破坏往往是提离

造成的
.

而提离分析涉及到罐底板与基础的移动边界问题
、

罐体的弹塑性大变形
、

流体的粘

性和液面移动边界的大幅晃动等多种非线性藕合问题
,

所以一般研究都是做线性 问 题 或 局

部
、

某个侧面 的非线性问题
’ ‘’,

这不足以揭示其多种非线性藕合的动力响应的本质规律
〔2 ’.

一般的分析方法有
:

加权余量法 ; 构造能量泛函方法
〔3 J ; 变分弱形式

’

‘〕
及虚功原理的方法

.

本文分析采用虚功原理和加权余量方法 (变分的弱形式 )
,

由于它可以克服能量泛函方法中

构造能量泛函等方面的困难
,

且固体的变形不限于线弹性范围内
,

在问题本身不 存 在 泛 函

时
,

也能使用
.

移动边界问题中的三维接触问题
,

一般采用迭代方法
,

但是由于迭代法计算

量大和收敛性无法保证
,

而由弱形式导出的线性互补方程方法可以克服这两个弱点
.

液面移

动边界问题用任意的拉格朗日一欧拉 (标架) 方法 (A L E )分析
,

即将储液罐液面以下的附近

流体区域 (犷
: : )用 L 标架描述

,

以追踪 自由液面的大幅晃动
,

这样不必引入 自由液面波高函

数
,

其余的液体区域 (犷
: ,

) 采用E 标架描述 ; 计算格式采用时间分裂 步法和有限元方法相结

合的分析格式
,

时间分裂步法实质上是一种迭代方法
,

其算法结构简单
,

无需存贮很大的系
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数阵
.

另一节省存贮空间办法是采用了不完全分解共扼斜量 IC C G 法
.

二
、

统一分析方程

由罐壁
、

底板
、

流体各个子结构 的总体动力平衡方程和运动方程可以构成储液罐罐壁一液

体
一
自由液面

一
底板多种非线性藕合系统的提离分析的统一动力平衡方程

.

假定
:

(l) 地面运动的位移
、

速度
、

加速度在流体域内不随空间坐标而变化 , (2 )流体为

不可压粘性
、

均质
、

恒温的
.

采用拉格朗 日标架描述的流体区域称为拉格 朗日区域 犷 : : ,

其余流体区域采用欧拉标架

描述
,

称其为欧拉区域 V : : .

在厂
: :
中欧拉标架描述的地震作用下的 N 一8 问题及时间分裂步

格式为
补V 丢

十 ’

= F丢+ △矛[ 一 V P丢+ R e 一 ’
V
艺
犷芸+ f

: 一 (厂共
·

V )犷丢一 (公
,
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)
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+ , 目F王
+ ‘

(在厂
: ,
上); , 厂二

+ ,

一妈
+ ,

(在厂
: : U L ,

上 ) (2
.

l b )

V
Z
P芸

+ ,

二 (A才)
一‘V (

关犷丢
+ ,

) + V
Z
P丢

‘

(2
.

l e )

边界条件
:

P犷
’二夕f

‘
(在厂览上 ) (2

.

ld)

厂犷
,

~ 关犷犷
‘一 △tV (P二

+ ‘一 P孟) (2
.

le )

式中 犷犷
‘ , 劳犷丢

+ ’,
P犷

‘,

f
: , 必,

分别是在犷
L :
中的流体第

n 十 1步的速度
、

中间速度
、

压

力
、

体力 向量和地面加速度
,

At 是时间步长
,

R 己
是流体的雷诺数

.

对方程 (2
.

la 、e) 进琦于加权积分和有限元离散
,

可以得到 犷: : 区域中的有限元方程 ; 同

理得到拉格朗日区域F“中的有限元方程 ; 利用厂。和 犷: : 交界面的连续条件
,

将这两个区

场的有限元方程集成为流体区域总体有限元方程
,

从而得到在地震载荷作用下
,

A L E 标架

描述的略去压力项在本步中增量贡献的时间分裂步形式的无量纲化的六面体八节点单元的总

体有限元方程
” + ‘

M争
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C芬
寸 ‘山 了 +

” + ‘
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(2
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其中 “
, 。 ,为流体节点在第

。 十 1步时的位移向量
, ” + ‘劝 , , ” 十 ’勿 ,

分别为相应于
” 十 ‘。 ,

的速

度 ({勺 }
, + ‘

) 和加速度 , ”
“M

, , ” + ‘
C , , ” + ‘

K , , “ + ‘

乌 分别为流体的质量阵
、

广义阻尼阵
、

广义 刚度阵和压力向量
.

板壳问题的基本方程
:

(一) 含有非线性项 的几何方程
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物理方程为薄板壳的虎克定律
.
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(三 ) 大位移平 衡方程

设在增量步o , 1 ,

⋯
, n
中

,

问题的解已知
,

则在增量步
n + 1时的解可由虚功方程确定

:

d
” + ‘。

笼。},
·
” 十 ’。{a }

·

。
d y = d

. ‘。。
·
。p

·
” 千 ’。

j
·
。
d 。 + \ d

“ + ‘。。
·
” + ‘。

夕
·
。
d s

(2
.

3 d )

其中
“ + ‘。扣}

, ” 十 ‘。

{a }分别是
。 + 1 时刻

,

以未变形 (0 时刻 ) 的初始位形为参考标架度量的

应变 (G r e e n 应变) 和应力 (第二类P io la 一K ie h h o ff 应力 ) , 6
“ + ’。。 :

为当时的虚位移 ;

。p , 。
f

, 。
P :
分别为密度

、

体力
、

面力强度
.

式 (2
.

3d) 中有关各量的增量关系为
:

“ + ‘。{。}= 名{。} + 。

笼。} (2
.

3e )
”+ ’。

{a } = 芯{。} + 。

{a } (2
.

3 f)

d
” + ’。{。}= d

。

{。} (2
.

3 9 )

其中
。

{。}=
。

{。L } } +
。

{。N } (2
.

3 h )

这里
。

{。石 }
, 。

{尹 }分别为应变增量
。

仕}的线性部分和非线性部分
.

将式 (2
.

3e 、h) 和物理方程代入式 (2
.

3 d )
,

仅保留应变二次以下的项
,

便得到线性化的

增量形式的 T
.

L 平衡方程
.

我们从这一方程出发
,

根据拟协调的概念
,

利用几何方程和物

理方程 ; 将应变分为膜向
、

曲率和转角分量
,

对非节点载荷等效转化为节点载荷 , 构造任意

四边形单元域内函数和边界网线函数
,

并进行复杂积分
,

最后得到拟协调模式非线性有限元

方程
.

由非线性有限元方程容易得到第
n + 1时间步的非线性动力平衡方程

M
” + , 壁+ C

” + ,

空+ ” 千‘

f ~
” 卜‘
夕 (2

.

4 a )

其中

[
” 十 ’B 」少

·
” + ’a d 。 (非线性问题

” ‘

f为
” 十 ‘g 函数)

·
”
“q (线弹性问题 )

(2
.

4 b )

‘

、升Kr

l
亡1.t

一一
户」户+n

本文在非线性情况下假定为

(一)
” + ,

f =
”

f + ”

K 占g (2
.

4 e )

( 2 ) 占g =
” + , q 一

”口 (2
.

4 d )

其中
”

K是 , 时刻的切线刚度阵
,

式 (2
.

4c
,

d) 表示两个时间间隔位移的线性增量部分
.

将

式 (2
.

4 e ,
d )代入式 (2

.

4 a )得

M
” + ‘q + C

” + ,空+ “

K d g ‘
, + ,夕一

”

f (2
.

4 e )

求解式 (2
.

4 e) 可以得到位移增量 的近似值
,

但对于非线性问题
,

还必须在每个时间步内 (或

指定的几步 ) 洲于动平衡迭代
,

以满足动态平衡方程
.

若用△了~ 护
十 ’

少一护
+ ‘

梦
一 ‘

表示相继

的两个动平 衡迭代的位移修正量
,

则式 (2
.

4e )成为

M
” + ‘女+ C

” + ‘空+ ”

K A g ‘二
” + ’
夕一

” + ’

f
‘一 ‘

(‘~ 1 , 2⋯ ) (2
.

4 f)

本文在程序实现中采用的是修改 的牛顿
一
苗弗逊法 (N e w 七o n 一R a p h o o n)

.

由方程 丈2
.

4 f) 容

易得到地震作用下 (
“ 十 ‘壁为地面加速度 ) 的罐壁和底板 的第

n + l 步的无量纲化的总体增量型

的任意四边形薄板壳拟协调非线性有限元的动力平衡方程

M 攀
一

卜’女
,

+
”

C牛
十 ’

空
,

+
”

K
,

乙g ,
=

” + ‘
夕

, 。一 ”

f
,

(r = S
,

尸) (2
.

sa )

式中
”+ ‘夕了g 二

” + ‘夕
,

+
” + ‘F

, , ; ” + ‘
F

, , = 一M
” + ‘

夕,
(2

.

5 b )

将流体方程 (2
.

2 a)
,

罐壁和底板方程 (2
.

5 a) 按底板 (尸 )
、

罐体湿面 (S B )
、

非湿面

(S A )
、

流体 (j) 的变量进行矩阵划块
,

然后组合得到储液罐的罐壁一液体
一
液面大幅 晃 动一

底

板移动边界一基础多种非线性藕合系统的提离分析的统一总体增量型动力平衡方程
L5 3
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C , r : 4二C r : 3 , C : , 1‘= C 了1。; C , r‘1 = C r 3 1 ,

C , 。 , = C。。 , , C , r ‘: = C r : 3 , C : r 二C , 云 ;

(2
.

6 9 )

(2
.

6 h )

�,

沁力I:l,sl
CCCCC

” ‘ ’C , 一
〔

。 、 !

一}

e , , 1
_

。 + ,。 一「
。 J

, 一 “
一l

勺忍 L

C 口

C 百‘: 1

0

C 窟‘1 :

C s 召刀

0

C召刀刀 : 3

C 刀 : , s: C : 召 , ]
,

C r 1 2

C r 。 ,

C r 3 :

军
, ’3

1
了

, 3

}
. f L ~

(2
.

6 1)

边界厂
。 , , r 。 : ,

r : : ,
厂妊 (r

,
)

,
厂声分别为罐壁上非湿表面

、

拉格朗 日区域的湿面
、

欧拉区域的湿面
、

底板与罐壁交线边界
、

底板上除 厂: 以外的区域
.

各区域上的变量加注相

应的脚标
,

例如
: ”

“q’
。

表示在第
。 + l步中底板壳与基础 (支承 ) 可能接触的区域 厂 , 。

的位

移向量 , 而
”“分H , ” + ‘

外
:
分别表示在第

, + 1步初始时接触区域 r PN 与未接触 (提离 ) 的区

域厂
, : 上的位移向量

.

在逐步积分格式中
,

对非线性问题比较有效 的是 H
油
。u bol t 法

,

它是非自启步的逐步积

分格式
.

本文问题的底板区域存在提离问题
,

即移动边界问题
,

这要求采用无时间外延和自

启步的逐步积分格式
,

因此我们分区域采用不同的逐步积分格式
:

罐壁子结构采用H o u b ol t

逐步积分格式
,

而底板和基础采用N e w m a r k 逐步积分格式
,

首先对总体方程进行化块 (略

去一些上标)

。M
’
、

, 了

]{:
一

:::
,

}
·

〔

FfJ

九
rJ、-,

一

、trJ一
{

。 + I
P , ,

, + ‘
P

s , g

f
,

之
。

知
二

⋯
,

沙。念
。

知黔
} (2

.

7a )

式 中脚标P
, : ,

f分别表示底板区域
、

罐壁和流体区域
.

展开式 (2
.

7a)
,

然后把相应的逐步积

分格式代入其中
,

整理得
,

叉 ,
动

“: : 二
” + ’

户, :

(2
.

sa )

bOO91

、

1

1
山J8

C

式中

K
, +

命
M

, +

凡
, ·十

命

么t

C
, , ,

C
,

K 。 , +

恙
C Paj

, 厂 2
, ,

八
s f 十

一

了丁犷 J才
△不

一
” 十 葩矛

�....1.....‘

一一T L

.

雳

d u , : ~ 王d u , 叔
,

对几
“

P , L 一王
“

九
口

P
。了}

T
(a 一 n 十 l ) ;

a

户
’

: ; ~ {
“

F , “

F
a , }全 (

a 一 n + 1 ) ; ”

f
, : 一 {

” , “

f
a , }

, ;
( 2

.

s e )
“ 卜‘

户, : =
”“夕, : 。一 ”

f
: : + ” 十 ’F : : = {

” + ‘户
s , ” + ‘户}
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一F , 一M
,

(杀
+ ·。,

)
+ Z C ; 。

, +

旨(
7

·

⋯
, 一 。

一
了 +

一二
· , 一

令
(3

·

⋯
, 一 、

一
, 。

一
,
)

+

裔
(7

·

⋯
, 一 9

一
, + 2

一
, 了

卜
2

·

e , , :
二。

: ,

”一 忍u . r

)
(2

·

sd ,

(2
.

se )

为导 出互补方程
,

对方程 (2
.

8 )的有效刚度阵进行乔列斯基 (C h ol es k y ) 分解 (L D L 全
)

,

利

用子结构概念
,

对方程 (2
.

8a )进行划块和往罐底板上的向量凝聚
,

并略去顶标
。, 。 十 1 ,

用 q

代替
u ,

得

[K
, : , 〕{d g , } ~ {F , : , 。 } (2

.

g a )

式中 [尤
, : , 〕~ 〔L , ] [D , 〕[L , 〕少 ; {F : : , ,

} = {户, }一 [B , 〕[L
e r」

一 ‘{护
e , }

尸L
, , _ , D ,

f
”

叉
。 二

1 = 「L
, : 1fD

, : 1 fL
: : 〕r ; 「L

, : 1= ! }
: rD

, 二
1二 l

一

} (2
_

g b ~ f )
‘B , L , J L

D , J

同时也得到回代求罐壁位移向量诬匆 }的方程

[尤
: a , j{d g , 了}一 {F

a , , } (2
.

g h )

式中 [K , s r ] = [D
s , 〕[L

, 了
尸 ; {F

a r ,

}= [L
s , 〕

一 ‘

{户
: , }一 [D

: 了」〔B
,

〕全 {jg , } (2
.

01
,

j)

本文 的载荷具有多种的类型和分布形式
.

假定
:

在取得适 当小的每个时间步中
,

产生新的接触 (或提离) 区域厂
, 。 上底板壳与基

础的间隙田
·

很小
,

即小变形
,

而 在 厂 , : (及r , ,
)上变形是几何非线性的 ; 进而假定

:

在 厂、

上底板壳与基础具有相同的切向和法向
.

设
:

Pa , , q 。 , (a 一p
,

饥 刀一占
, 专,

幼 分别表示底板

壳与基础通过接触所受到的作用力和在接触过程中的位移分量
,

脚标中第一个表示受力者或

产生位移者
,

第二个表示力或位移在局部坐标系中的方向
,

这里取局部坐标系 O省时的亡轴方

向与厂
, 。

的外法向一致
.

不失一般性
,

考虑弹性基础有摩擦的情况
,

即一般空间古典接触问

题
.

其互补条件为

接触条件

g ‘> O ,

P , 。~ O 或 g 。~ O ,

夕, 。> O (2
.

a oa )

g r
·

夕, 。= o 气2
.

l o b )

式中 口‘= g , 。。一 叨 e ; g , 。~ Q , 、一 g 。; (2
.

l o e )

摩擦条件 (吼~ 0)

夕
:
= Jp , :

卜 拼c

p , 。簇 O (2
.

1 l a )

。, 。, = o (当 p
:

< 0 刀= 占
, , ) (2

.

1 l b )

g , 。, 二存夕, , ,

(k》 o ; 当夕
:
= O时刀= 占

, 母) (2
.

1 l e )

亡~ a r e t g (P, , / P
, 。、;

(2
.

z l d )

4户, :

l~ 斌五二万干歹圣; ; (2
.

1 le )

g , 。, = g , , 一 。。, (刀一占
·

。) (2
.

1 If)

式中月
。

是底板与基础之间的摩擦系数
、

在用有限元分析时
,

将基础面离散成与底板壳节点位置相同的单元 (面)
,

与罐体同理

得基础的第
n 月

一

1时间步的动力增量型准静力方程为

〔
”

雳。] {
““互。}一 {

n

“尹。} (2
.

1 : )

式中 〔
“

叉。〕
,

{
” “‘

尹。}为有效刚度阵和等效的节点力向量
.
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设T ,声是从总体坐标系向局部坐标系O占呱转换的转换阵
,

则

g 一。~ T , , g , , , 夕一
。

~ T , , 夕, , , Q
c , 二 T , p Q, , (刀= 省

, 仃,

雪) (2
.

13 a、e )

为了导出线性互补方程
,

由式 (2
.

9a )向厂,c 上 向量凝聚
,

并利用式 (2
.

13a 、c) 进行坐标转换
,

得

aa)&b)&c)ad)sa)sb)sc)仁仁仁仁仁扭仁1 )

式中

( 2 )

式中

P, , 一 K , , g , , = Q
, ,

K 一, = T ;丢L
, 。D , 。L了

c

T , ,

Q , , = T 下乡(一 Q , 。 + A 一L下二Q
, ,

)

P, , ~ 了 ;乡P
, 。

K
一g一 F ,

K , = D
, , L丁

,

F , = L ;李O
, , 一刀, , A了q , 。

〔‘一〕一〔一〕〔D 一〕〔一〕一[艾
’ : , 。

j〔
D ” 。, 。

〕。
“,

’

L蓄
。
当
r r J

{璧}
二 + ; = {g , g , 。 }T , {叮小

+ , = {Q , , Q , 。 } , + {o ,
夕一

。

} ,
(2

,

xsd
, e )

注意这里的下标
“

p ‘”

表示 厂
, 。

上的区域
,

而下标
“

p
”

表示除 厂
, 。

外的底板壳的区域
.

上式

(2
.

1 4 )
,

(2
.

1 5) 便是局部坐标下
,

以厂 , 。上互补条件中出现位移向量 q , 。

为出口向量的子结构方

程
。

同理由式 (2
.

12 )可以得到基础方程向 q , 。

凝聚的子结构方程
,

记为 (2
.

1 6a 、f)
,

其中一

些表达式与式 (2
.

1 4 )
、

(2
.

1 5 )的底板壳表达式类似
,

将脚标P与 b互换即可
.

将方程 (2
.

1 4 a)
、

(2
.

1 6 a) 写成矩阵形式
,

经过适当处理
,

再凝聚到以 q , 即为出 口的子结

构上
,

得到

( 1

其中

P。, 一 K , 。, g , 。, 一Q二。,

K , 。, 二 L , 。。D , 。。L r
。。

Q二
。, 二Q 。, 一 A , 。L石急,

(Q 一, + Q , , )
r

K
. :
十K

、,
K

、 , , r
L

. 、。 , 。
D

. 、 , , 尸

L了
h .

A了
, ,

K
。, K 。, J L月, 。 L , 。c J L

D 一。c J L
L了

。c J

(2
.

1 7a )

(2
.

1 7 b )

(2
.

1 7 c )

(2
.

1 7 d )

夕, , + 夕。, = 0 ; g , 。, = g 一, 一 g 。, (2 一 了e ,

f)

( 2 ) K , 一, g 一, 二F , ,
(2 一 sa )

其中 K , , 一D 一。, L T
。,

(2
.

lsb )

F
, , = 一 L了念

,

(Q
, , + Q 。, )一 D , 。, A 了

。g , 。, (2
.

1 8 e )

因P , , 为薄板壳通过与 基础 (支承 ) 的接触过程中受到的基础的作用力
,

而P’ , 为其反力
.

对于有摩擦的情况
,

方程式 (2
.

1 7a) 中的q , 。, 不仅包括接触面的可能接触区域厂
, 。上的法

向位移差
,

也包括切向位移差
,

所以对厂
, 。上每个接触

“

点对
”
‘定义

从 = s u p (o , g 蛋
, ‘

), 几盔二 “u p (o , 一 g 至
。:

), 几盆= g ;
。。一 。落, 凡落一 {几至 从 鹉}畜 (2

.

19 )

式 中s u p 表示取括号内二者之中的最大者 (上限 ) , 切急是薄板壳与支承 (基础 ) 在 厂
, 。

中的

间‘隙问量田。

中的第落个分量 , q奏
。: , q夯。‘ 分别是r , 。 _

匕外 。, 向量中的第i个接触
“

点对
”

的位移差

q牛
。, (刀~ 占

, 刀,

雪或 t ,

幻 向量内的切向和法向位移差分量
,

将式 (2
.

1的 写成矩阵
、

向量形式
,

并集成为总体向量形式
,

得

r q , b ‘、
, 。

g , b声= 飞 了二 与 , b 几 , b 卞 阴
一

q , 。‘
-

(2
.

2 o a )
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飞.
J.

�U
弓‘

.

lln
rl.L

一一
C式中

几, 。= {几
‘,
几

z ,

⋯
,
几” }, ; C , 。~ D ia g M [C l ,

⋯
, C 。」;

功
’
。

~ 笼叨
’

乏
, 叨

‘

愁
,

⋯
, 田

‘

份}T ; 切 ‘

恋一 {o 。忿}全 (2
.

2 o b )

其中。为r , 。

中可能接触
“

点对
”

的总数 , D ia g M 〔Cl
,

⋯
, C司表示矩阵C , 。

是由C , ,

⋯
, C 。组成

的对角阵
.

定义

了
,

价
, ‘一

)
,

{{
一鸡戈

、下三/

}
; “

成
一 1 0

〕
’ ; , , 吞一、: ;

, , ;
,

⋯
, , ; , ·

( 2
.

2 0 e )

式中P牛
: ,

P呈。分别是厂
, 。上第‘个接触点对上的力分量P弃, 叨二才

,

乙或 君
, 勺,

约 中的切向 (摩擦

力 ) 和法向力的分量
.

所以
,

若用协
。 ,

玛表示P’夕,
P二, ,

则有
:

夕, , = A , 。, , 。, 夕委, ”A 落夕尝 (2
.

2 o d )

式中 A , 。= D i a g M 〔A 二
, A 至

,

⋯
, A丁〕, 户, , ~ {户孟, ,

夕孟, ,

⋯
,
户贯若} ; 户二, = {夕尝

‘
夕呈。}

,

将式 (2
.

20 a) 代入式 (2
.

1 7a ) 中得到一个新方程
,

将式 (2
.

2 0d ) 代入其中
,

用姓, 。的逆阵马
。
左

乘以这一新的方程
,

得到

护, 。一 K
, 。几, 。~ Q , 。

( 2
.

2 za )

式中 K
, 。一B , 。K , 。, C , 。; Q , 。= B , 。

(o ‘, 。, + K
, 。, 切 ‘。

) (2
.

2 1b )

B , 。~ A萝, B 二= (A 至)
一 T

(‘~ 1 ,
⋯

, m ) (2
.

2 1e )

按照式 (2
.

2 0a ~ d) 中位移和力向量的排列形式
,

重新排列式 ( 2
.

1 0a 、c)
、

(2
.

l la 、f)

中的相应向量
,

注意这里并未改变其中的原来条件性质
,

然后得到用价
。,

心
。
表示的互补条件

几, 。> O , ? , 。一 O 或 几, 。一 0 , 下, 。> o

几丁
。 ·

, , 。~ 0 (2
.

2 2 a )

式 ( 2
.

21 )
,

( 2
.

22 )
,

( 2
.

22 )便构成了弹性支承 (基础 ) 考虑摩擦力影响的薄板壳大变形动力

问题的线性互补方程
.

实际上这里给出的线性互补方程适用于一般弹性体大变形有摩擦的动

静力三维接触问题
,

使用时只要将原来方程换成相应间题的基本方程即可
.

本文的线性互补

方程采用L e m k e 方法求解
.

值得注意的是在求解该问题时不能用 W i l的 n 一0 (0 二 1
.

4 ) 逐步

积分方法
.

设
:

已知第
。
步以前各步的值

,

求算第, 十 1步的终值
.

H O u b ol 七和 N e w m a r k 法计算第
” + 1步的位移

、

速度和加速度的算式为
”
“u a r‘=

” + ‘u , r‘一 1 + 么
” “u 。 , ‘

( 2
.

2 3 a )

一。· , ‘一

裔
( 14⋯

‘。·了‘一 ‘8
·
”。·, + 9一

‘。 ·了一 2一
忍“· ,

)
( 2

.

2 3b )

式中

一
。·了‘一

公
二 (2

一
“ · , ‘一 5 二。· , + 4

一
。· ,

一
。 ·,

)

” + 1公, ‘= a ?
A

” ‘ l u , ‘+ a s
·
”u , + a 。

·
”“,

” “ 1公, ‘= ”公, + a 1 0
·
”“, + a l 4

·
” 十 1以, ‘

” 千 1。一‘=
”。, + 八t

·
”u , + a l :

·
’“, + a l 。

· ” + 1公, ;

d
“ + lu , ‘= d

” ‘ lu , , 一 1 + 八
“ + 1。, *

( 2
.

2 3 e )

(2
.

2 3d )

( 2
.

2 3 e )

(2
.

2 3 f )

(2
.

2 39 )
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