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摘 要

本文证明了V las o v 〔s , 所提出的以应变一应力函数F (雪
,

们所表达的解
,

为圆柱壳的定解偏微

分方程组的通解
.

关妞词 圆柱壳 定解方程 通解

一
、

引 言

圆柱壳是工程上经常遇到的一种结构形式
,

如何计算这类结构
,

是很有意义的课题
.

早

在 18 8 8年
,

L o v et ‘’
就提出了薄壳的弯曲理论 , 当然

,

钱伟长
〔2“提出的板壳问 题 的 内柬 理

论
,

则是板壳理论方面的经典之作
,

迄今仍放光彩
.

而对于圆 柱 壳 而 言
,

R ei ss n e r卿 和

D o n n e ll〔‘’则提出7 基本理论
.

前苏 联 的 V la so v 仁”,和T im o sh e n k o & W o in o w o k y -

K ri e g er
〔”的两本著名专著

,

收集了许多专家及他们 自己的贡献 ; 笔者之一的专著
,

也收集

了一些作者和笔者本人的工作
〔? ’.

对于以位移分量
。 , 。 和 阴为基本未知函数的柱壳}砂题

,

V las 。训
5 ’
提出了一种求解的应

变一应力函数法
,

他将对三个关于位移分量的联立偏微分方程的求解归结为对一个八阶偏微

分方程的求解
,

从而在许多情况下简化了计算
.

但是
,

用应变一应力函数来表达的三个位移分量
。 , ” , 。 所对率的解

州 是否与原有的偏微

分方程组解等价
,

则是应予探讨的问题
.

本文严格地证明了这两种解法
,

即以位移分量为基

本未知函数的偏微分方程组解法和八阶关于应变一应力函数的偏微分方程解法
,

在数学上是

等价的
,

从而充实了V la s o v的成果
,

有助于圆柱壳问题的计算
.

二
、

关于切向位移 u 和 v 的通解

对子弹性圆柱壳
,

如以位移分量
“ , 。和。作为基本未知量

,

则基本方程为
f”’
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(2
.

la ,

b
, e )

式中
,

E
, ,
为壳体材料的杨氏模量和泊松比 ; h和 a为壳体的厚度和中面半径 ,

1 2a z ,

x
‘

口2
.

口2

百~ 一
。

凸=
, 二万 十

一
一 a

‘

口互
“ ’

d 切
“

而省为沿壳体母线方 向的无量纲坐标 , 切为圆心角 ; X
,

V 和 Z 分别为雪
, 甲和 z

向外载分 量 , 。 , 。

和二分别为沿省
, 切和二

轴向位移分量
.

V la so v 提出
t “〕,

可 引入应变一应力函数 F (雪
,

树而将联立偏微分方程组的解写成

日SF
“ .

~

菇而
f 一 ,

口3F
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式中
, “。, v 。

和。
。

为联立偏微分方程组 (2
.

1) 的任一组特解
,

F (舀
,

叫 则是满足八阶偏微分方

程

△八八八F +
1一 v 艺 口4

F
c Z a占

4 (2
.

3 )

的函数
.

将(2
,

2 )和 (2
.

3 )代入 (2
‘

l )
,

可见是满足的
.

这说明由(2
.

3 )所确定的 F (占
,

树 所确定的

位移函数
,

即(2
.

2) 式的。 , v ,

和 。 是 (2
.

1) 的解
.

但这个解是否是通解 ? 即 (2
.

1) 的所有 的解
一

叮否均由(2
.

2 )给出 ? 则是一个重要的问题
.

因为
,

如若不是通解
,

则 (2
.

1) 尚有解不 由(2
.

2 )

给出
,

、

这也就是说
,

v l“““v 的解法布有的场合是无效的
,

且这种场合是怎么样的也不清楚
.

因此
,

判定 V las o v 解是否为通解有重大的理论和实用意义
.

现探讨通解问题如下
:

令X = y = Z ~ 0并相应地去掉特解
“。 , 。。和。

。 ,

则由(2
.

1) 有

口2“
.

1 一 v 口
2“ .
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.
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十
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.

6 )

将(2
.

4 )式对甲求导
,

(2
‘

5 )式在各项乘了因子
, 之后对雪求导

,

然后相减
,

可得

口 F 口
2“

. _ . 、

d Zu l a / 口2” a Z” \
~
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、
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.
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.

8 )
、

(2
.

9 )二式和删去了。
。

的(2
,

Z e ) 式代入基

本方程(2
.

4 )~ (2
,

6 )
,

可见它们是满足的
,

且 F ‘占
,

列满足仁
.

3 )
.

这说明 V las o v 提出的

(2
.

幻式
,

的确是圆柱壳基本偏微分方程组的解
1 .

现在我们要证明由 (2
.

8 )
、

(2
.

9 ) 二式所确

定的位移分量
“和 。 ,

包括了
“和。的所有可能的解

.

亦即下述定理成立
:

定理 定义算子
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·
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,
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。
(省
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,
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成立
,
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,
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“二△IF
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,
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.

1 1) 的函数
“和。 ,

均包含在 (2
.
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证明 显然
,

(2
.

1 1) 式就是(2
.
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,

解答‘2
.

12 )就是 (2
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8入
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.
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,
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,
k 为常数
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寿一a
N

:

~ 一
E h

l 一v Z

2 互 万 ~ _
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E h

l 一 v Z

这在没有均布外载Z 时是不可能的
; 而当有均布外载时Z

,

常数如丁包含在特解二
。

(省
,

叫之中

故可取 k二。而不失一般性
.

于是我们求得了

叨 ~ 一△△F

将(3
.

6 )
、

(2
.

5)
、

(2
.

9 )三式代入 (2
.

6 )式
,

即得方程 (2
.

3 )
.

于是我们可得结论
:

的应变一应力函数解法与解偏微分方程组法等价
.

亦即
,

前述定理证毕
.

上述结论
,

从理论上进一步认识圆柱壳的求解问题
,

从而有理论和实用价值
.
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.
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Pa r t i跳1 d iffe r e n ti公1 e q u a t io n s e a n b e o m 主t t e d d u e t o V la s o v 尹5 s u g g e s t 定o n
.

T 五e

e o n c lu s io n s u g g e s t e d in th is p a p e r 1 5 h e lp fu l t o th e w e ll一k n o w n V la s o v , 5 m e th o d
.

K e y w o rds e y lin d r i o a l s he ll
,

g e n e r a l s o lu t io n
,

p a r t ia l d iffe r e n t ia l e q u a t io n


