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摘 要

本文首先引进了在微小变形情况下弹性体中应变向量的概念
,

并指出一点处的应变状态 可 用

该点处应变向量的投影形式来描述
,

然后对各向同性弹性体给出了应变向量和应力向量间的关系
,

进而推出了应变向量和应力向量重合及材料是不可压缩的条件
�

关键词 弹性 小变形 应变向量 投影 不可压缩

一
、

引 言

目前在弹性理论应变分析的记法上
,

通常采用两种形式
,

即标量形式和张量形式
�

这两

种形式各有其优缺点
,

前者较直观
、

具体
,

但写起来太繁 , 后者
,

则较简炼
、

方便
,

但太抽

象
,

特别是对初学变形分析的人
,

难以把握住其中的几何背景和内在联系
�

本文引进了应变向量的概念
,

并用矢量记法进行应变分析
,

发挥了前两者的长处
,

避开

其缺点
�

由于我们明确了应变矢量 �
。

的几何意义
,

并给出了关于变形的向量 公 式 � 。
二‘”

十。。 � � ,

这就给变形分析和求解具体问题带来很大的方便
,

以至使一些特别难解的实 际问题

变得非常容易 �参看算例 �
�

直观上看来
,

应变向量 �
,

和应力向量 �
,

似乎应该重合
,

但实际

上
,

一般它们并不重合
�

木文给出了它们重合的条件
�

二
、

应变向量的引进

简记空间中点的笛卡儿直角坐标 伙, ,
� � ,

戈�二 �,

内坐标为留和浑 � � � 的两点� �� 飞和� 〔� � �州 经微小位移

二 � 和“ �� � �刃�二 � � � � 分别变为 �
� 和 � � � 注意到

�
, ‘
为 � �对 二‘的偏导数

�

物体

� �� �“ �
� ��� �

, � �

�� �
, � �

�� �〕
,

� � 一

�立
·、, , 、· , ,

云
·� , , 、�

了� � � � �

, ,

�
� � , ,

� 为�

易见
,

线元向量� � 经上述位移之后成为

�
�
�

, � ��� �。
‘,
�� �

� , ,
��� � � � � � 。 又

� � � �
。‘, �� �

其中
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合�
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�

� � ,

�
, � �

〔�
�

��式说明
,

� � 经平移 �由单位矩阵 � 体现 �
、

绕轴向量。作微小的 刚性转动 �由反对称

矩阵 �吻 , �或其对偶轴向量 。体现� 和纯变形变换到 �
,
�

� �

由此便明确了 �
� ‘,
�� � 在变形

中的几何意义
� 即它是由� � 经过纯变形而产生的增 量

,

它反映了 � � 因纯变形而产生的

长度和方向的变化情况
,

故定义
�

,

� �
。‘,
�牡 �牡 � � � ��� � �� ��

�

� �

为点� 处沿扑方向线元 �以下简称
�
向线元� 的应变向量

�

三
、

,

一点的应变状态

注意到在微小变形情况下
,

�叭
,
】《 � ,

��
。

�《 � ,

故得
。
向线元� � 的正应变为

。 ,

一 ���
,
�

, �一 �� � ����� � �幻牡
·

�
。 ·

��
�

��
。
向线元� � 向垂直于自己的

�
向线元� � 方向因纯变形而产生的转角为

� 。。、 �
·

� ,

�� � � � � �� � �� ��
�

��

显然
。 , 。
� 。 , , �

由 ��
�

��可得
。
向线元� � 和

。‘
向线元 � �

‘之间的夹角 � �� 不一定为直角� 因

纯变形而产生的减少量为

△�� “, �

� “。 , � ,

“ �
·

� 。

� � ‘
·

� 。 ,

��
�

��

其中
,

当�� 二��时
,

向量 � ,

�, 夹在向量” , ” ,之间 � 当�� 二��时
,

向量” , 牡‘

夹在向量�,

�, 之间 � 并有
�

·

牡一 � ‘
·

九
‘
� �

, �
·

牡
‘

� � ‘
·

牡 � � �� �� 。 ��
�

、�

由上式可推出用”
,
”

�

的分量表示� , � 产 的分量的公式如下
�

� 。一 �
� , � , � � � �� � ����

, � � � �
� � � 一 � 。� � ���� , � , � �� 一 ��

�� � � � 乙� ���� , ��
�

��

其中

称 � 月 � 刀� 炸� 柞� 拄 �

� �� � � ,
刀 �� ��

�

��
� � � � 劣 � � 姿 �

在上两式中
� 。与。

二互换便得
�
�的计算公式

�

��
�

��提供了求 � � 的一种新方法
,

与所见到的资

料相比
,

该方法简明
、

直观
,

便于掌握 �见算例 ��
�

当牡
·

记二�时
, � 一侧

, ” � �,
,

此时
,

��
�

��给出两个垂直方向的剪应变

� 。 ,
� 。。。 � 。� 。 � � �

·

�
二

� �”
·

仑 ,

� , � 、 ��
�
 !

当”
,

s 取为坐标轴向单位向量时
,

(
3

.

1
) 和 (3

.
7)给出 (2

.
2C )式中分量

。‘, 的儿何解释
,

即

。‘,
= (

“‘,
j

+

。 , , ‘
) /

2 ( 2
.
Z e )

反映了应变位移关系
,

它就是几何方程
,

当”
,

s 取为新坐标轴 向的单位 向 量 时
,

(
3

.

1) 和

(3
.
7)给出应变分量之间的坐标变换公式

.
由 (3

.
1)

、

(
3

.

2

)
和 (3

.
7)

,

易见

e 。
~

。,

” + 。” 。
s
~

。。牡 + 0
.
5 ,

, 5
5

(
3

.

8
)

以 上不仅包含了一般的应变分析中的基本内容
,

而且
,

如将应变向量e
。

和应力向量P
。

作

一下对 比
,

容易 见到
:
应力分析中的主要概念和结果

,

在以上的应变分析中均可找到对应的

形式
.
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四
、

弹性体是不可压缩的一个等价条件

对各向同性的弹性体
,

应力一应变关系可简写为

P
,

~ 几
。” + 2拼仑

。

(
4

.

1
)

式中P
。

为M 点以。 为外法线方向单位向量的面元 (以下简称
n
向面元 ) 上在M 点的应力向量

,

己=
e , 1

+
e 2 2

+
e 3 3 ,

由(4
.
2)式容易证明

:

定理 1 当之祷 。时
,

在一点M 处
。
向线元的应变向量e

,

与。
向面元上的应力向量p

。

重合
,

必要且只要下面两个条件中至少有一个成立
:

(1)
e == o ,

(
2

) 牡方向为应变主方向
.

定理2 当几铸 。时
,

在任意状态下公式

P 。

=
2 拼e ,

(
4

.
2

)

对弹性体各点的各方向均成立必要且只要该弹性体是不可压缩的
.

五
、

算 例

例 1 已知物体中一点M 处的应变分量为
￡11

= 0
.
0 0 1

一 ￡: :
= 0

.
0 0 0 5

, 己33
= 一 0

.
0 0 0 1

2 ￡12 一 0
.
00 16 ,

Z
e :

「

~
0

.

0 0 1 2

一
2
e l : , 一 0

.
0 0 0 8

试求M 点沿

” == ( 0
.
2 6 7 2 6 12 , 一 0

.
5 3 4 5 2 2 5 ,

0

.

5 0 1 7 5 3 5
)

全

”
,

~ (
一 0

.
9 1 2 8 7 0 9 ,

0

.
1 5 2 5 7 刁2 , 一 0

.
3 6 5 14 5 4 )

,

两个方向夹角0的减少量八0
.

解 由(2
.
3)式算得
e ,

~
r o

一 ‘

(
一 4

.
5 20 7 0 3 2 ,

4

.

2 7 6 1 7 9 9
, 一 5

.
0 7 79 6 7 6 )

少

e 。 ,

= 1 0
一 4

(
一 6

.
2 0 7 7 7 9峨, 一 8

.
5 8 0 9 5 6 6 ,

5

.

1 1 2 0 了7 2 )
,

由(3
.
4 )、 (3

.
6 )算得m 一〔1一 (”

·

”‘

)

2

〕
‘/ 么

= 0

.

7 7 3 0 5 5 2
.

s
=

(
一 0

.
9 6 15 54 5 , 一 0

.
2 0 2 4 3 2 5 ,

o 一85 563 1)
,

s
’
二 (一 0

.
连0 3 3 3 9 3 , 一 0

.
5 4 1 6 2 7 1 ,

0

.

7 3 7 5 3 4 7
)

,

( 经验算
S ·

s

=
1

.

0 0 0 D 0 0 3

s
s

,
·

s
,

= 0

.

9 9 9 9 9 9 9
,

扑
·

s
=
林 ,

·

s
,
二 0

”
, ·

s

~
0

.

7 7 3 0 5 8 4

,
牡

·

s
,

= 0

.

7 7 3 0 5 8 4

n 只 牡/
·

s

~
一 0

.
0 0 0 0 0 0 1

,

n 只 牡 , ·

s ,
~ 0

.
0 0 0 0 0 0 0

这就证明了求得的s
,

s ‘是正确的 )
,

将e
, ,

e
: , ,

s 和s
‘

代入 (3
.
3)得

A S二 0
.
0 0 13736

应用文〔1〕43页的 (3
一 1 6

)式和文[2〕254页的(s
一1 4

)式分别算得
eooo厂二 一 0

.
6 3 3 2 6 6 0 ,

e o s 口了= 一 0
.
6 3 3 2 2 5 1

由此可进一步求得

A S,
= 0

.

0 0 1 3 7 0 2
,
么0
11
= 0

.
0 0 14 2 2 1
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从以上看出
,

本文结果在两个文献所给公式算得结果之 间
,

并接近前者
.

例2

解

已知一点的主应变为
。: , : : , 。3 .

试求八面体面上的剪应变丫。‘, ’.

用向里公式(3
.
5)
: 仑 。

~
“ ,

tt +
?

。 ,
s

/
2 算得

(冬
, 。

丫-\‘ I

,e
·

,
“一 。, 一
音‘

。, + 。
‘+

。
: )

一

合(
。1
+
。2

+
。·,

‘

一
音
〔‘
。;一 。:

)
“

+ (

。: 一 。3
)
’
+ ‘

“3 一 。,
,
“
l

在我们所见到的资料中
,

本题解答极具复杂
.
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