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摘 要

作为笔者在文献〔1
,

2
,

3」中提出的
“

导数空间
”

和导数空间中
“

相当动能
”

的概念及
“

将非

完整系统变为形式上的完整系统处理
”

思想的具体应用
,

本文导出了又一类新型的万有 D
’

A le m
-

b e r t 原理及适用于任意阶非完整系统的新型的Mag g i方程
,

并给出了应用此方程的算例
.

关健词 导数空间 相当动能 非完整系统 形式上的完整系 统 万 有 D ’A le m ber t 原 理

新型 M a g g i 方程

一
、

导数空间新型的万有D
‘
A ic m b er t原理

设由N 个质点组成的力学系统
,

在 3N 维 E u cl id 空间
“
E 3N

”

中
,

其位形 由
拄
个广义坐

标幻决定
,

并因为受有形为
(仍 )

f , (g
, ,

空, ,

壁, ,
⋯

, g , , 才) ~ O (刀= 1 , 2 , 3 ,
⋯

, g ; j~ l , 2 , 3 ,
⋯

, n
) (1

.

1 )

的 g 个任意m 阶非完整理想约束而形成非完整系统
.

(机 ) (仍 )

现根据文献〔l] 中关于。 阶导数空 lbI 的概念定义出
“

E
3 N ”

空间
,

并用
“
E

3 N ”

空 间中的曲

线坐标罚将 (,
.

, )式表示为该空间的只对其坐标贺约束的
“

完整约束
·

方程
,

即‘! 1、 : 2 」

(协)
F , (口, ,

岁
, t )= o (1

.

2 )

(仇 )

式中岁和 t均视为参数
.

这就使原在
“

E
o N ”

空间中的非完整系统变为在
“

E
3 N ”

空间中形式上的

(仍 )

完整系统
.

与完整系统相类比
,

系统质点 在
“
E

3 N ”

中的
“

矢径
”

可表为
(仇 ) (饥 ) (仍 )

r
,

= r
,

( q , , 才)

类似
“

E
。N ”

空间中的完整系统
,

(协 ) (仍 )

取 q ,
中的

。 一 g ~ 。
个 q , (几“ 1 ,

(价)

(” = 1 , 2 ,

⋯
,

N ) (1
.

3 )

(饥 ) (仍 )

由于约束(1
.

2 )的存在
,

豹在
“

E 。
”

中并 不 独 立
.

为此
,

(协 ) (仍 )

2 ,
⋯

, 。
)或者 价的

。
个线性组合作为

“

E
oN ”

空间中系统的独
(仍 )

立
“

广义坐标
” ,

则勺 可表示为 q 。的函数
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q 夕=

(价)

q 了
恤

,

甘奋—
———

一

—
一 一 一

~ ~ ~ ~ ~ - ~ - - - - - - - ~ ~ ~一 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~一 ~ ~

(协 ) (价) (价 )
, t) (k” 1 , 2 ,

⋯
, 。

) (1
.

4 )
(饥 )

而且d 外成为独立的变分
.

(价》

将系统置于 m 阶导数空间
“

E 3 , ”
(仇 )

中
,

根据
“

E 3 二 ”

中的万有 D
‘

A lem b e r七一L a g r a n g e

原理或
“

E
s万 ” 中的 D 尹A le m b e r t 原理

乙 (。
,

护
, 一 F

,
(仍 )

·

占 r
,

一 0
(1

.

5 )

由(2
.

3 )和 (1
.

4 )式得

亡亡盛喀摆
卜 1 才一 1 口 q , 口 q ,

(1
.

6 )一一
伽r

d

将 (1
.

6 )式代入 (1
.

5) 式并改变求和顺序得

乙
勿. 通

(份》

注意到在
“
E

3N ”

乙
了一 1

z 二
, ,

气么
m ’r ’

(价 )

日犷,

一万奋百
a q ,

一 F
,

.

色r二
r . ,

口q J

蚁车、
沪 . , ,

占q 。 = 0 (1
.

7 )
口q 今

中
, ‘

粼是质点的
“

矢径
· , ‘

买是
“

广义坐标
·

系统是
「

“

完整
”

的
,

因而有类

似坐标惯性空间 (零阶空间) 的 L a g r a n g e 关系
:
式成立

:

(拼 ) (价 + 1 )

旦兰二叠卫 r ,

屁 + 1

q J

(1
.

5 )(a,了价口
‘,
日

故(1
.

7 )式中的广义惯性力为

飞”少
‘

‘了卜,一尹」

仍r一价q
产.....、

d一dt
乙 m 户

, ·

(叫
d r

,

稼
,

一

耳{扑等
一

粼{
阴

一筹}
一

刀(
m

·

’
· ’

a( 乞
(价 + 1)

m , 少
, ·

r
,

(协 + 1)

r ,

= 沂
f . 1

)
。

(
,

愈
m

·

,
·

)
( . + 1 )

口 q ,

一一一(玩 了
~

一

——口 q 了
(1

.

9 )

现按文翩
3 〕定义

“

瓷
二·

中的相 当动能为

(价 ) 万

T 肠 ~ 乙 m ,

入
·
(价 + 1 )

r
,

(1
.

1 0 )

万

乙 。
,

户*
.

(仇 )

口r ,
J 。
界

(仇 )

口T .

( . )

a q ,

= 而 了丽刃
口 q ,

记加 j

日 q 了
(1

.

1 1)

令(1
.

7) 式 中的

乙 F
, ·

_

(协 )

d r
,

拢
, , Q j

(x
.

1 2 )
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摆;
‘. 飞= h, ,

(1
.

1 3 )
口q舌

式中Q伪对应于广义坐标卯的广义力
.

将 (1
.

1 1)
、

(1
.

12 )
、

(1
.

13 )式代入 (1. 7 )式得

鑫(户(
人, ,

豁筹一h, *
一 ”, 。Q ,

))
。‘莎; 一

。

(1
.

14 )

)朴llJ了恤盯一体西

这就是。阶导数空间 (或。阶速度空间)
“赚 ”

中又一类新型的D
‘

A le m b e r 未原理

二
、

导数空间中新型的M a g g i方程

(价 )

由(1
.

14 )式
, 注意到

.

占q , 的独立性可直接得

粼
“

端 口T 朴 a T
( 份比 1 )

一h , *

a q , 等)
子了

(2
.

1 )

这就是济阶导数空间

完整系统
.

(协)

(或。阶速度空间)
“

E
3 N ”

中新型的M a g gi 方程
,

它适用于任意 m 阶非

(2
.

, )式中
,

若取 , 一。 (对应零阶速度空间)
,

则按界的定义
,

此时外是系统动 能 :

的零阶导数取其含一阶导数的项
,

它正是通常的系统动能 T
,

从而可得通常的M a g gi 方程

鑫(
* , ·

釜
一”, ,

釜)
一

鑫
“, , 口,

(2
.

2 )

三
、

例 证

作为对方程 (2
.

1) 的应用
,

研究一半径为
r的圆盘靠惯性在粗糙水平面上无滑动地滚动的

运动 (图 1 )
.

取定惯性空间的坐标系如图所示
.

现用 (2
.

1) 式建立其运动微分方程
.

平动坐标系Cx, 丫了和坐标系 C君勃 的原点

与圆盘中心C重合
,

坐标轴x,
,

犷
,
了分别与 x

夕, z 平行
,

省和雪轴在圆盘平面内
,

并令蜜轴始终

保持在水平位置
, 叮轴 垂直于盘面

.

于是
,

圆

盘平面的方位可以用雪与尸轴的交角e以及占与x,

轴的交角功来表示
,

必为圆盘绕C冲轴的自转角

速度
.

以 x 。 , 夕c ,

御
, 切 ,

e
,

劝为圆盘在惯性

空间中的广义坐标
,

其动能为

: 二冬
。(*忌+ , 丢+ 。丢)+ 告仁

J ,
(。

2

+ 梦
Ze o s 竺。)+ ,

2
(。+ 梦。in o )

么

〕 ( a )
乙 乙

式中

Jl = 八= 八
,

八== 八
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圆盘上的主动力只有重力
,

其势能函数为

犷= 明夕r e o s o

依题设条件
,

约束方程为
云。 一 r 户e o s劝一 :

夕e o s os in劝一 r协s in oe o 。劝二

乡。一 r必。in 劝+ :
夕e 0 0 0e o s劝一 :

梦s in os i n势=

之。 + :
乡s in o = o

为说明方程 (2
.

1) 对高阶系统的应用
,

现将约束 (C ) 式微分一次使成为二阶约束
,

并据

(1
.

2 )式只取其含二阶导数的项得
: 。 一 ;

必。0 5劝一 ri’。0 5 夕。in 沪一 :

必s in 口e 。。功+一
。

夕。一 ,
必。in 势+ ,亨e o o oe o 。叻一 ,

必。in 口。in 功+ 一
。

艺。 + r夕s in s+ ⋯ = o

(d )

、l、
加

了.夕

现将圆盘置于
“

忿
3二 ”

空间中
,

而 (d) 式成为圆盘在
“

君
。N ”

中的完整约束
.

取 必
,

在
“

忿3N ”

空间中独立的
“

广义坐标
” ,

则有下面的 6个约束关系式

必作为圆盘

q l= 公。= r必e o s劝一 r
歹o o o os in功+ r

必。in oe o 。劝

q : 二夕。 = r
必s in 叻+ r

夕e o s oe o 。势一 r
必。in oo in劝

夕
。

二另。= 一 r夕s in o

女
‘

= 必= 必

q 。= 夕= 夕

q 。二必= 必

下面分别计算h , 。和T气 据定义 (l
.

1 3 )式算得h , 。
如表 1

.

( e )

火之
。 }

一 r
一

’

}
‘ ’ 『 _ 1 -

-

一「
_

_

~ 一 - 一

一- - - - -

一二
- - - - - - -

一⋯一一二
- - - - - -

一⋯
-

一一生
- -

一
一

-
-

一一兰型-

—
{一一二i竺竺型

- -

一⋯一一
了三生竺三竺止

一

一
- -- -

- -

一竺竺
-

一
一⋯—

一
兰竺缈

-

一 {一三哩i竺竺
.

一
一一

-

一生 一一阵一一- 二妙
-

-

一一 {
- 一卫

- - - - -

一

—
一三

-

一

—
⋯一一

一土一一一
一

]一一

一上
一

—一
-

一
卫一

一

-
-

一⋯一
里

-

-
-

—
{
-

—
- 一竺-

—0 { 0 } 1

按 (l
.

1 0) 式算得
‘。

忿: N ”

中圆盘的相 当动能为

7
、, = 二(分

c ‘o + 夕。梦。+ 方c 男。 )+ [J ,
(乡汐+ 乡幼c o “忿0) + J

:

(劳+ 幼s in o )(价+ 梦“in o )〕 (f )

并注意到
~ 口V

叻一
万玩 又g ,

则按 (2
.

1) 式进行计算后得
阴 , : · c o s , + m ·; ·。‘n , + , 2

杀
(* + , 。in 。)一。

tn r公。e o sss in 劝一 。r夕。e o 习oe o s叻一 m r艺。s in o + J , 声+ J l
挤

Zo in o e o o o

一J :
(价+ 协“in o)梦e o s o二 m 夕r s in o

优·, ·。in 。。。。, + 优·; ·。in “。in , +

暴
〔J l
、。。s 乞。+ , :

(: + , 。in 。)s in 。〕-

(h )

、.....‘
、

!
1/ .

�U
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此即所求圆盘的运动微分方程
.

与文献「4 」所得结果相同
.

四
、

结 束 语

由以上得到的新型 D
‘

A le m b e r t 原理和新型的 M a g g i方程及例证可见
,

笔者在文献

〔1〕
,

〔2 〕和 〔3 〕中提出的关于
“

导数空间
” 、 “

相当动能
”

的概念以及由此得出的
“

将任意阶非完

整系统变为形式上的完整系统处理
”

的建模思想和方法是正确的
,

而且其建模过程及解题过

程是简捷有效的
.
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A s a e o n e r e t e a p p lie a t i o n o f th e e o n e eP t s o f
“

d e r iv a t iv e sPa e e ” a n d
“ e o r r e -

s p o n d e n t k in e t ie e n e r
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”
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2
,

3 ]
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·
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A n e x a m P le u s in g th e
M a g g i e q u a tio n 1 5

g l v e n
.

K ey w o rds d e r iv a t iv C s p a e e , e o r r e s p o n d e n t k in e t i e e n e r g y
, n o n h o lo n o m ir s y s t e m

,

fo r m a l h o lo n o m ie s y s t e m
,

e q u a t i o n

u n iv o r s a 1 D ‘A le m b o r t Pr in e iPle
, n e w M a g g i


